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SO’Z BOSHI

Respublikamiz mustagillikka erishgandan so’ng barcha sohalarda,
jumladan, ta’lim sohasida ham muhim islohotlar amalga oshirildi. Bu
islohatlar ichida “Ta’lim to’g’risida”’gi qonun va “Kadrlar tayyorlash
milliy dasturi” islohatlar ichida eng muhimlari bo’lib, ulaming asosiy
magsadi  respublikamizda jahon andozalariga mos keladigan,
ragobatbardosh ~ mutaxassislami ~ tayyorlashdan iborat. ~ Bunday
mutaxassislami tayyorlashda asosiy zamin uzluksiz ta’lim tizimining
muhim bosgichlaridan biri bo’lgan oily ta’lim bosgichida yaratiladi. gabul
gilindi. Oily ta’lim bosgichida malakali mutaxassislami tayyorlashda
o’quv adabiyotlarining, aynigsa, o’zbek tilida yozilgan adabiyotlarning
o’mi salmogqlidir.

Ma’lumki, hozirgi kunda oliy o’quv yurtlarining barcha
mutaxasisliklarida oliy matematika fani o’qgitiladi. Talabalarni oliy
matematikadan chuqur bilim, ko’nikma va malakalarga ega bo’lishlarida
0’quv adabiyotlarining, aynigsa, masala va misollar yechish bo’yicha yo’l-
yo’riglar ko’rsatilgan o’quv qo’llanmalarning o’mi muhimdir.

Hozirgi kunda oliy matematika va matematik analizdan masalalar
yechish bo’yicha bir gator go’llanmalar mavjud. Ularga na’muna sifatida
ILA.Maronning “AnddepeHunancHoe U UHTErpaibHOE WCUWCNEHNE B
npumepax u 3agadvax” nomli, .A.Replanning “lMpakTuyeckne 3aHATUA MO
BbICLLIEM mMaremaTtumke” nomli, P.E.Danko, A.G.Papov,
T.Ya.Kojevnikovalaming “Bbicllasd MaTemaTMka B YMPaKHEHUAX MU
3afjavax” nomli,  *1.l.Lyashko, A.K.Boyarchuk, Ya.G.Gay,
G.P.Golovachlaming “MaTemaTnyecknii aHanu3 B npumepax ¥ 3agadax”
nomli,G.l.Zaporojetsning  “PyKOBOACTBO K  pelleHWMO  33fa4y Mo
maTtematuyeckoro aHanusa” nomli va hokazolarni keltirish mumkin.

Bunday qo’llanmalar ko’p bo’lishiga garamasdan ular davlat tilida
emas. Bundan tashqgari, bu go’llanmalarda oily matematikadan nazariy
ma’lumotlar masala va misollar yechish uchun yetarli darajada
yoritilmagan.



Mualliflar tomonidan yozilgan ushbu o’quv go’llanma yuqorida
ta’kidlab o’tilgan kamchiliklarni bartaraf gilish magsadida yozilgan.

Ushbu o’quv go’llanmaning boshga o’quv qo’llanmalardan fargi
shundaki, unda barcha mavzular bo’yicha nazariy ma’lumotlar ancha
mukammal berilganligi hamda deyarli barcha formulalarni qo’llashga doir
topshiriglar yechimlari bilan keltirilganligidir. O’quv qo’llanmada berilgan
na’zariy ma’lumotlami o’quv rejada oliy matematikaga kamroq soat
ajratilgan yo’nalishlar uchun ma’ruza matni sifatida gabul gilish mumkin.

Ushbu o’quv qo’llanmaning boshga o’quv gqo’llanmalardan afzal
tomonlaridan yana biri unda talabalar mustaqil yechishlari uchun berilgan
topshiriglardan masalalar to’plami sifatida foydalanishi mumkinligidir.

Ushbu o’quv go’llanmadan oliy matematika o’qgitiladigan barcha oliy
o’quv yurtlarining talabalari va o’qgituvchilari foydalanishlari mumkin.
Ushbu o’quv qo’llanma mualliflaming uzoq vyillardan beri oliy
matematikadan olib borgan mashg’ulotlari jarayonida to’plangan
tajribalari asosida yozilgan bo’lib, ayrim kamchiliklardan holi bo’Imasligi
mumkin.

Ushbu o’quv go’llanmaning go’lyozmasini o’qib chigib o’zlarining
gimmatli maslahatlarini bergan fizika - matematika fanlari doktori,
professor A.Q.O’rinovga, fizika - matematika fanlari nomzodi,dotsent
T.A.Djalilovaga va fizika - matematika fanlari nomzodi T.lbaydullayevga
mualliflar 0’z minnatdorchiliklarini bildiradilar.



1.BOB. KO’P O’ZGARUVCHILI FUNKSIYA
81. Ko’p o’zgaruvchili funksiya, uning limiti va uzluksizligi

Geometriya va tabiatshunoslikning  bir  gator  masalalari
o’rganilayotganda o0’zgaruvchi miqdorlar orasida bir o’zgaruvchi
migdoming giymati qolganlarining giymatlari orgali to’la aniglanadigan
bog’lanishlar uchraydi. Jismning biror fizik xarakteristikalari (masalan,
uning zichligi p ni yoki temperaturasi T ni) garayotganimizda jismning bir
nugtasidan boshgasiga o’tganda bu xarakteristikalarning o’zgarishini
ko’rish mumkin. Jismning har bir nuqgtasi x,y,z Dekart koordinatalari
bilan aniglangani uchun garalayotgan xarakteristikalar uch o’zgaruvchil
X,y vaz ning giymatlari bilan aniglanadi.

Vagqt o’tishi bilan o’zgaruvchi fizik jarayonlarni garalayotganda fizik
xarakteristikalar giymati to’rtta 0’zgaruvchi x,y,z va t ning giymati bilan
aniglanadi.

Masalan, gazda tovush tebranishlarining targalishini
o’rganilayotganda gazning zichligi p va bosimi p to’rtta 0’zgaruvchi
X,¥,z va t ning qiymati bilan aniglanadi. Bunday misollami
geometriyadan ham keltirish mumkin:

X
Asosi x va balandligi y bo’lgan uchburchakning S yuzi =0

formula bilan, chizigli o’lchovlari x,y,z bo’lgan to’g’ri burchakli
parallelepipedning V hajmi V = xyz formula bilan aniglanadi. Birinchi
holda S ikkita x va y ga bog’lig, ikkinchi holda esa V uchta x,y,z
0’zgaruvchilarga bog’lig.* Shunga o’xshash bog’lanishlami o0’rganish
uchun ko’p o’zgaruvchili funksiya tushunchasi Kiritiladi.

Ta’rif: Agar n o’lchovli Rn Yevkilid fazosidagi biror D to’plamdagi
har bir M(x1,x2, — xn) nugtaga ma’lum bir gonun asosida gandaydir u
hagiqiy son mos qo’yilgan bo’lsa, u holda n berilgan D to’plamda
aniglangan n o zgaruvchili funksiya deyiladi. D c¢ Rn to’plamda
aniglangan n o’zgaruvchili funksiyani U = f(x 1,x2, ..., xn) yoki gisgacha
n=/(M) kabi belgilanadi. Bunda x1,x2,—xn lar funksiyaning
argumentlari deyiladi.



Ta’rif: Berilgan n o’zgaruvchili n =/(M) funksiya ma’noga ega
bo’lgan Rn Yevklid fazosidagi barcha M(x1,x2,— xn) nugtalar to’plami
funksiyaning aniglanish sohasi, U= /(M) funksiya qabul giadigan
haqgigiy sonlar to’plami esa bu funksiyaning giymatlar to plami deyiladi.

Funksiyaning aniglanish sohasini £>{/}, qgiymatlar sohasini E{f}
bilan belgilanadi.

D to’plamdan olingan M nugtaga mos kelgan u son funksiyaning M
nugtadagi xususiy giymati deyiladi.

Kelgusida soddalik uchun va olinadigan natijalami geometrik
talginini berish magsadida asosan ikki o’zgaruvchili funksiyani Z, uning
argumentlarini esa x vay kabi belgilaymiz. Shunday qilib, umumiy holda
ikki o’zgaruvchili funksiyani Z = f(x,y), Z = F(Xx,y), Z =g(x,y) va
hokazo ko’rinishdayozamiz. Masalan,

Z =fix,y) = -X2-y 2, Z=9(Xy)=3x+5y-1,

Z =h(x,y) = X by lar ikki o’zgaruvchili funksiyalardir.

Ikki o’zgaruvchili Z = f(x,y) funksiyaning D{f} aniglanish sohasi
tekislikdagi M(x,y) nugtalardan tashkil topganligi uchun vy tekislik yoki
undagi biror sohadan iborat bo’ladi. Masalan, yugorida Keltirilgan
funksiyalar uchun D {f} markazi 0(0; 0) koordinata boshida joylashgan va
radiusi r = 1 bo’lgan birlik doiradan, D[g} butun tekislikdan
(D{g) = R2), D[h] = R2—{0}, vyani tekislikning koordinata boshidan
tashgari barcha nugtalaridan iborat.

Ikki o’zgaruvchili Z = f(x,y) funksiyaning geometrik ma’nosi
(mazmuni) uning grafigi tushunchasidan kelib chigadi. Bu tushunchani
kiritish uchun fazoda XOYZ to’g’ri burchakii Dekart koordinatalar
sistemasini olamiz. XOY koordinata tekisligida funksiyaning D{f}
aniglanish sohasini garaymiz va uning har bir M(x,y) nugtasidan XOY
koordinata tekisligiga perpendikulyar o’tkazami/.. Bu perpendikulyarga
funksiyaning Z =f(x,y) qiyipatini qgo’yamiz. Nalijada fazoda
koordinatalari (x,y,f(x,y)) bo’lgan P nugtaiii liosil gilamiz.

Ta’rif: Z = f(x,y) funksiyaning grafigi .deb I'a/odagi

P(x,y,x) = P(x,yJ(x,y)) [/*Qfy./'(«)). M= M(x,y) GD{f)



nugtalaming geometrik 0’miga aytiladi.

Masalan, yuqorida keltirilgan Z = f(x,y) funksiyaning grafigi
tenglamasi

Z~yjl —x2—y2 =22=1—xXx2—y2=>x2+y2+12z22=1
bo’lgan sferadan, Z = g(x,y) funksiyaning grafigi tenglamasi

Z=3x+5y—1 yoki 3x+5y-z —1=0 bo’lgan tekislikdan
iborat. Ammo yuqoridagi Z = h(x,y) funksiya grafigini to’g’ridan-to’g’ri
tasavvuf etish oson emas. Bunday xollarda funksiyaning sath chiziglari
tushunchasidan foydalaniladi.

Ta’rif: Z=/(x,y) funksiyaning qiymatlari biror o’zgarmas C
soniga teng bo’ladigan XOY koordinata tekisligidagi nugtalar to’plamidan
iborat chiziq funksiyaning sath chizig’i. C soni esa sath deb ataladi.

Ta’rifdan Z = f(x,y) funksiyaning C sathli sath chizig’i tenglamasi
f(x,y) = cbo’lgan chizigdan iborat ekanligi kelib chigadi.

Yugorida biz n o’zgaruvchili funksiyani U =f(x1x2,..,xn)
ko’rinishda yozgan edik va n = 2 bo’lgan hoi, ya’ni Z =f(x,y) ikki
o’zgaruvchili  funksiyani o’rgandik. Bunda biz ikki o’zgaruvchili
funksiyani geometrik talgini tushunchasi bilan ham tanishdik.

Agar n > 3 bo’lsa f(x1,x2,...,xn) funksiyani bevosita geometirik
tasvirlab bo’Imaydi. Agar n = 3 bo’lsa, u holda berilgan funksiya uch
0’zgaruvchili bo’ladi va uni biz U= f(x,y,z) ko’rinishida yozamiz.
Bunda x,y,z argumentlar va u funksiya bo’ladi. Xuddi shunday to’rt, besh
va hokazo o’zgaruvchili funksiyalami ham yozish mumkin.

Ko’p o’zgaruvchili ‘funksiya ham bir o’zgaruvchili funksiya kabi
analitik, jadval va garafik usullarda berilishi mumkin. Funksiya analitik
usulda, ya’ni formula bilan berilgan holda ko’pincha uning aniglanish
sohasi ko’rsatilmaydi. Lekin biz funksiyani aniglanish sohasi sifatida
funksiyani analitik ifodasini ma’noga ega giladigan (x1,x2,...,xn)
nugtalaming to’plamini tushunamiz.

Ta’rif: Berilgan MO(x0,Y0) nugtaning r radiusli atrofi deb
tekislikdagi yJ(x —x0)2 + (y —y0)2 < r tengsizlikni ganoatlantiruvchi
M(X, y) nugtalar to’plamiga aytiladi.



Ta’rif: Biror chekli A soni ikki o’zgaruvchili Z —f(x,y)
funksiyaning uning argumentlari x -* x0, y -» y0Obo’lgandagi limiti deb
aytiladi, agar har ganday kichik £ > 0 soni uchun unga bog’lig shunday
r(e) =r >0 son topilsaki, MO(x0,y0) nugtaning r = r(e) radiusli
atrofiga tegishli bo’lgan barcha M(x,y) £MO0(x0,y0) nugtalar uchun
|/(x,y) —A\ < r tengsizlik bajarilsa.

Ikki o’zgaruvchili /(x,y) funksiyaning x ->x0,y ->y0 holdagi
limiti

)(Ij,(gof(x,y) = A yoki M%KM) =A
Y-*¥o
kabi yoziladi.

Teorema: Agar Z =f(x,y) vaZ = g(x,y) funksiyalaming ikkalsi

ham MO(x0,y 0) nugtaning biror Ur (x0,y0) atrofida aniglangan va ularning
XI_@XO/(x,y) =A va Jipgg(x,y) =B
Y-*¥o Y~*¥o

limitlari mavjud bo’lsa, u holda quyidagi tengliklar o’rinli bo’ladi:
Jini ¢ = ¢ (c —o'zgarmas son),

Y-*Yo

Mg CF(x, y) = CJimyF(x.y) = CA

Y-*¥Yo0 Y-*Yo
Umlfeay) =901 = Jim f(x.y) + Jima(x,y) =A+B,
Yo Y0 Y*Yo
HRFLY)-g(x.y) =Jimo/(x.y) «Jim;g(x,y) =AB,
Y-"Yo o N

lim o(x,y) * Ol.
Y-'Yo

Ikki 0’zagruvchili Z = /(x,y) funksiyaning limiti ta’rifini

X ->*co, Yy ->+00 Yoki A = +oo hollar uchun ham berish mumkin.

Ta’rif: MO(x0,y0) nugta Z = /(x,y) funksiyaning D[f} aniglanish
sohasidagi biror nugta bo’lib, o’zgaruvchi M(x,y) nugta funksiyaning
aniglanish sohasida qolgan holda MO(x0,y0) nugtaga ixtiyoriy usulda
intilganda



Ai%/(x,y) =/0o0,y0) yoki M%(M) =f(MQ
Y~>Y0
tenglik o’rinli bo’lsa, Z = /(x,y) funksiya MO(x0,y0) nugtada uzluksiz

deyiladi. Bu holda Af0(x0,y0) funksiyaning uzluksizlik nuatasi deviladi.
Biror £) sohaning har bir nugtasida uzluksiz bo’lgan funksiya shu sohada
uzluksiz deyiladi.

Masalan, /(x,y) = 2x2 + 3xy —5y 2 funksiya tekislikdagi barcha
nugtalarda aniglangan va ulaming har birida uzluksizdir. Demak, bu
funksiya butun tekislikda uzluksizdir.

[(x,y) = V36 —4x2- 9y2
funksiya esa yarim o’glari a = 3, h = 2 bo’lgan ellips va uning ichki
nuqgtalarida uzluksizdir.

Z = /(x,y) funksiyani MO(x0,y0) nugtada uzluksizligini boshga bir
ta’rifini berish uchun argument va funksiya orttirmasi tushunchasi
kiritiladi. Agar M(x,y) o’zgaruvchi nugta bo’lsa, unda Ax = x - x0 va
Oy =y —y0 ayirmalar mos ravishda x va y argumentlaming
o0’zgarishlarini ifodalaydi, hamda argument orttirmalari deyiladi. Bu holda
x = x0+ Ox, ¥ = Yo+ Ay deb yozish mumkin. Bu holda Z = /(x,y)
funksiyaning o’zgarishi
AZ = Af = /(X,y) - 1(x0,Y0) = f(x0+Ax,y0+ Ay) - /(x0,y0)
ayirma bilan aniglanadi va u funksiyaning to’la orttirmasi deb ataladi.

Orttirmalar tilida

W nAx,y)=4x0Yo)

Y'Ya
tenglikdagi x -» x0, y -» yO munosabatlardan Ax -> 0, Ay -» 0 ekanligi
kelib chigadi. Shuning uchun yugoridagi tenglikni
lim Af =0
Ax->x0
Ao

ko’rinishda yozish mumkin. Bu funksiya uzluksizligining orttirmalar
tilidagi ifodasidir.

Ta’rif: Z=/(x,y) funksiya argumentlarining biror nuqtadagi
cheksiz kichik orttirmalariga funksiyaning ham cheksiz kichik orttirmasi
mos kelsa, u holda funksiyani o’sha nugtada uzluksiz deyiladi.



Teorema: Agar fix,y) va g(x,y) fimksiyalar MO(x0,y0) nugtada
uzluksiz bo’lsa, u holda cf(x,y) (c-0’zgarmas son),

fix,y)£g(x,y), f(x,y)-g(x,y) va (g(x,y) ®0)

funksiyalar ham MO(x0,y0) nugtada uzluksiz bo’ladi.

Yugorida biz Z = f(x,y) fimksiyaning ikkala x vay argumentlari
bo’yicha uzluksizligini ko’rib o’tdik. Ammo biz funksiyaning har bir
argument bo’yicha uzluksizligini ham garashimiz mumkin. Buning uchun
esa funksiyaning xususiy orttirmasi tushunchasini kiritamiz.

Ta’rif: Z =f(x,y) funksiya uchun argumentlarning Ax va Ay
orttirmalarida Axf = /(x0+ Ax,y) - f(x0,y0), Ayf =f(x,y0+ Ay) -
—(x 0,Y0) ayirmalar mos ravishda funksiyaning x va y argumentlari
bo’yicha MO(x0,y0) nugtadagi xususiy orttirmalari deyiladi.

Ta’rif: Z =f(x,y) funksiya uchun MO(x0,y0) nugtada

lim Axf - 0 Xoki lim Av/ =0

a0 X fy-»0 " yJ
tengliklar bajarilsa, u holda bu funksiya MO(x0,y0) nugtada x voki v
argument bo’vicha uzluksiz deyiladi.

Ta’rif: Agarbiror MQx0)y0) nugtada

\imJXx.y) ®f(xQyQ

YYo
bo’lsa, u holda bu nugtada Z = f(x,y) funksiya uzlukli, MO(x0,y0) nugta
esa uzulish nugtasi deyiladi.

Teorema: Agar Z = /(x,y) funksiya yopiqg va chegaralangan D
sohada aniglangan va uzluksiz bo’lsa, bu D sohada kamida bitta shunday
MO(x0,y0) [MiC~ .yi)] nugta topiladiki, D sohaning boshga hamma
M (x,y) nugtalari uchun

fixoy0) >fix,y), [f(xvyx <fix,y)]
munosabat bajariladi.

Bu holda f(x,y) funksiyaning fix0,y0) =A, fixlyl =B
giymatlari mos ravishda uning D sohadagi eng katta va eng kichik
givmatlari deb aytiladi hamda maxf vaminf kabi yoziladi.

Ta’rif: Agar D sohada aniglangan Z = fix,y) funksiya uchun
shunday chekli A (yoki B) soni mavjud bo’lsaki, ixtiyoriy M(x,y) £ D



nugtada f(x,y) < A(yoki f(x,y) > B) shart bajarilsa, bu funksiya D
sohada vuqoridan (yoki quyidan) chegaralangan deyiladi.

Masalan, fix, y) = 5 —x2 —y 2 funksiya yugoridan A —5,
gix.y) =x2+y2—2 funksiya esa quyidan B = -2 soni bilan
chegaralangan.

Ta’rif: Agar D sohada aniglangan Z = fix,y) funksiya bu sohada
ham quyidan, ham yugoridan chegaralangan bo’lsa, u holda funksiyani D
sohada chegaralangan funksiya deb ataladi.

Masalan, fix,y) = yj9 —x2—y 2 funksiya o0°’zining D{f}: x2 +
+y2 < 9 aniglanish sohasida yuqoridan A —3, quyidan esa B = 0 soni
bilan chegaralangan. Demak, bu funksiya chegaralangandir.

Mavzuga doir yechimlari bilan bcrilgan topshiriglar

1. Ko’p o’zgaruvchili  funksiya tushunchasiga olib keluvchi
geometrik masala yozilsin.

Yechish: Bo’yi x, eni y bo’lgan to’g’ri to’rtburchakning yuzi S = xy
formula bilan ifodalanadi. Bu yerda$S yuza to’g’ri to’rtburchakning bo’yi
X vaeniy laming funksiyasidir.

2. Ko’p o’zgaruvchili funksiya tushunchasiga olib keluvchi fizik
masala yozilsin.

Yechish: Q = kJ2Rt - Joull-Lens gonuni. Bu yerda Q o’tkazgichdan
tok o’tganda ajralib chiggan issiglik migdori bo’lib, u tok kuchi J,
o0’tkazgichning qgarshiligi R va t vagtlaming funksiyasidir.

3.U=1f{x,y,z) = S o funksiyaning MO0(—2; 3; 10) nugqtadagi
Xususiy giymati topilsin.

Yechish: f((x,g,z) :j$—2; 3;10)J = hio = =T -3.

AU=Ir |)(sz funksiyani A(6;2;-1) nuqtadagi xususiy giymati
topilsin.

Yechish: U(A) = In-2- =1In-=1Ini = 0.

2-2+1 5

5.Quyidagi tengsizliklar bilan berilgan xvay o’zgaruvchilarning D

0°zgarish sohasi yasalsin:



2 2
1) 2<x<8B, 1<y<3 2 §;+-2'< 1;
3) 4<x2+y2<9; H0<y<x

Yechish: 1) x =2, x=6, y=1vay=3 to’g’ri chiziglami
yasaymiz:

y
2<x<6

3 Ml
fiiiii111: 1<y <3

1

0o 1 2 6 x
1-chizma

2 <x<6 va 1<y<3 tengsizliklami ganoatlantiruvchi nugtalar

tomonlari x =2, x =6, y=1vay= 3 to’g’ri chiziglarda yotuvchi
to’g’ri to’rtburchakning chegaralari va uning ichki nugtglaridan iborat D
yopiq sohadir (1-chizma).

2) — ¥ < tengsizlikni ganoatlantiruvchi nugtalar, yarim o’qglari
a =3 va b =2 bo’lgan ellipsning ichki nugtglaridan tashkil topgan D

sohadan iborat (2-chizma).



3) Bu holda D soha markazi koordinata boshida va radiuslari
N =2var2=3 bo’lgan konsentrik aylanalar bilan hosil gilingan
doiraviy halgadan iborat (3-chizma).

4) 0 <y <x tengsizlikni ganoatlantiruvchi nugtalar birinchi
koordinata burchagi bissektrisasi va OX o’gining musbat yo’nalishi bilan
chegaralangan D sohadan iborat (4 chizma).

6. Quyidagi funksiyalaming aniglanish sohalari topilsin:
1) Z=4-x-2y; 2)p=-";

Z=yll-x2-y 2 4)q =J=;
2

5 I/ = 6)v = arcsin (X +Y)

Yechish: 1)z = 4 —x —2y funksiya butun rasional funksiya bo’lib,
ux vay ning har ganday giymatlarida aniglangan. Ya’ni, —oo < X < +o00,
—o00 < Yy < +00. Funksiyaning geometrik tasviri koordinata o’glarini
z1(4;0;0), B(0; 2;0) va C(0; 0;4) nugtalarda kesib o’tuvchi tekislikdan
iborat.

2) p funksiya x va y laming x = 0, y = 0 dan boshga barcha
giymatlar jufitliklarida aniglangan. Chunki x = 0, y = 0 da funksiyaning
maxraji nolga aylanadi.

3) Z=-y/l - x2—y?2 funksiya I-x 2y 2> 0 yoki x2+y2< 1da
aniglangan. Bu tengsizlikni ganoatlantiruvchi nuqgtalar markazi koordinata
boshida va radiusi 1 ga teng bo’lgan doira chegaralaridagi hamda uning
ichki nuqgtalaridan iborat. Funksiyaning grafigi XOY tekislikning yugori
gismida joylashgan yarim sferadan iborat (5-chizma).
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4) o= \;(Vfunksiyaning aniglanish sohasi tekislikiiing koordinatalari

xy > 0 tengsizlikni ganoatlantiradigan nugtalar to’plamidan, ya’ni I va Ill
koordinata burchaklaridagi nugtalar to’plamidan iborat.

Xzy

5) n = -—---7 funksiyaning aniglanish sohasi XOY tekislikning
2x Yy - 0to'g'ri chizigda yotmagan nugtalari to'plamidan iborat.

6) v = arcsin(x +y) funksiyaning aniglanish sohasi tekislikning
—1 <x +y< 1qo’sh tengsizlikni ganoatlantiruvchi nuqtalar to’plami

dan iborat. XOY tekisligida bu soha x +y+1 =0 vax+y—1=0
to’g’ri chiziglar bilan chegaralangan polosadir (6-chizma).

7. Quyidagi limitlar topilsin.

X2+y2
1 1im 90V T 3) lim y
wo Y- Iz +y yot- ]

Yechish: 1) Berilgan funksiya J/1/(3:0) nugtada aniglanmagan.

Shuning uchun berilgan funksiyani limitini hisoblash uchun almashtirish
gilamiz:
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t9(xY) _ 495, 19XY)

)I(m tg(xy) )I(ig% X .tg)((xy) )I(lms X -)I(|m i
-, - > X=»

¥ Y gm0 Y §R YR Y R N
=3-1=3

2) lim = lim
X->0 X +¥ X-*0

y->0 y-»0
limit mavjud emas, yoki y nisbat M(x,y) nugta MO(xQyO0) nugtaga

ixtiyoriy ravishda intilganda limitga ega emas

3) lim--——-- X +y2 +
*“i-VF+ttt - Vit *2+y2) (i+y/x2+y2+i)
(x2+y2)(l +/x2+y2+1) _ (x2+y2)(l +Jx2+y2+ 1)
“ *58 i-i-x2-Y2 “N T -(x2+vy2)
=- T (X+ VXM IATI) = -
y-<0
2X + 5xy —3
8. lim— 2321 hisoblansin.
X0 X2+ Y3+ 2
Yo
Yechish:
lim(2x + 5xy —3y + 1)
2xX + 5xy - 3y +1 _yZ°0
;_ﬁ)% X2+y3+ 2 I_|»m(x2+y3+ 2)
Y-0
2limx+ 5limx -Ilmy—3I|my+ lim1
$od 3 3 §-%0 33 _?A.Uﬂ_fl—rl-b.ul'l714._311144_'-_11 i
2+ B+ 2

gmx o fimy, 2

- y—0 y-*0

9. Quyidagi funksiyalami uzluksizlikka tekshiring
Z = 2x2+ 3xy - 5y2; 2)Z = p/36 - 4x2- 9y2;

1)
3yz2=7= =
w2+ 3y2°
Yechish: 1) Z = 2x2 + 3xy —5y2 funksiya tekislikdagi barcha
ir. Demak, bu

nugtalarda aniglangan va ulaming har birida uzluksizdir
funksiya butun tekislikda uzluksiz.
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2) Z=p/36 —4xz —9y 2 funksiya o0’zining aniglanish sohasi
(N2+ (=)2~ 1da, ya’ni yarim o’glari a = 3, b = 2 bo’lgan ellips va
uning ichidagi nuqtalarda uzluksizdir.

3) Z =y-==1= funksiya tekislikdagi 0 (0;0) nugtada aniglanmagan.

Shuning uchun bu nugtada funksiya uzlukli. Tekislikning 0(0; 0) dan
fargli barcha nuqtalarida funksiya uzluksiz.

10. zZ = x y2funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Yechish; Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi 1- x2- y2 ®0
dan, ya’ni x2+y2® 1 dan iborat. Demak, funksiya x2+y2=1
aylananing har bir nugtasida uzilishga ega. Bu aylana funksiyaning uzilish
chizig’i deyiladi.

11) x argument 2 dan 2,2 gacha, y argument esa 1 dan 0,9 gacha
o’zgargandafix, y)=x2+ xy - 2y2 funksiyaning orttirmasi topilsin.

Yechish: Masalaning shartiga asosan Ax = 0,2 va Ay =-0,1.
Demak,

[(2;1)=22+2-1-2 -12= 4+ 2- 2 =4,
/(2,2; 0,9) = 2,22+ 22+09- 2+0,92= 5,20
Af(2;1) =1/(2,2;09) - /(2;1) =520- 4= 1,20.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar.

1. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaga olib keluvchi geometrik masalalar
yozilsin.

2. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaga olib keluvchi fizik masalalar
yozilsin.

3-Fix.¥ )=~ funksiya berilgan. F(3; 1), F(l; 3), F(l; 2), F(2; 1),
F(a;a), F(a;—a)lartopilsin.

4. Ffx.y) - )—(j)—/ funksiya uchun F(a;b) + F(b;a) = 1 ekani
ko’rsatilsin.

5 <p(x,y)=j~ funksiya berilgan: <p(l; 2), cp(3; 1), <p(a; 2a),
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(p(2b; —b) lar hisoblansin.

6.F(Xx,y)=3x2y —¥*6 —Y6 funksiya uchun F(tx; ty) = t3F(x;y)
bo’lishi ko’rsatilsin.

7. Quydagi tensizliklar bilan berilgan 51 vay o’zgaruvchilaming
0’zgarish sohasi yasalsin:

1-1<x <1, A<y<1 2)x2+y2<9, y<O0

3)x2+2y2<4, , x>0y>0; 4) I<x—y<3

8. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohalari topilsin:

1)Z=a2- x2- 2y2, 2)u=-"2 -x2- 2y2 ;3)un=
) x2- 2y2 2)u X2- 292 1 9u=

4w = Vak— % ; % p= In(x2y), . 6) q = arccos (x22+ yﬁ'

vy Vy-X
Javoblar: 1) Tekislikdagi barcha nugtalar to’plami;
2) x2+ 2y 2 = 2 ellipsda va uning ichida yotgan barcha nugtalar;
3) XOY tekislikning y=+x to’g’ri chizigda yotmagan nugtalari;
Hx>0,y>0 5y>x,y>0x"0;6)x2+y2< ldoira
9. Quyidagi limitlar hisoblansin:
a —yjaf—xy ) Xy . 2x3+ 3y2
13 i'/('% Xy 2) ;zqosin\gxy)' 3) i{%_"f’éf 2
Javoblar: )~ ; 2) 1, 3)Mavjud emas.
10. Quyidagi funksiyalami uzilish nugtalari yoki uzilish chiziglarini
ko’rsating.

_ 10= _ 3y
Nz = (-D2+(y+1)2" 2)Z = 2x -y

Javoblar: 1) (1; —11) ; 2)y = 2x - uzilish chizig’i 3) uzilish
chizig’i x2—2y2 = 4 giperboladan iborat.

I1.Z = x2—xy + y2 funksiya berilgan. Agarx o’zgaruvchi 2 dan
2,1 gacha, y esa 2 dan 1,9 gacha o’zgarsa Az topilsin.

Javob: Az = 0,03.
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82.Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning hosilasi va differensiali

Z = fix,y) funksiya biror D sohada aniglangan va M(x,y) nuqta
shu sohaning ichki nugtasi bo’lsin. Bu nugtaning x absissasiga Ax orttirma
berib, y ordinatani o’zgartirmay qoldiramiz. Bunda xosil bo’ladigan
N(pc + [Ox,y) nugta ham D sohaga tegishli deb hisoblaymiz. Bu holda

Z = /(x,y)funksiya

bxZ = Oxf =fix + Ax,y) - f(Xx,Vy)
dan iborat x argument bo’yicha xususiy orttirma oladi.

Tarif: Agar Z = fix, y) funksiyaning x bo’yicha A J orttirmasining
Ox argument orttirmasiga nisbati x -» 0 bo’lganda chekli limitga ega
bo’lsa, bu limit giymati funksiyaning x bo’yicha xususiy hosilasi deb
ataladi.

Bu xosila

. dz dj_
s fx > fiix.y), D dx
kabi belgilanadi. Demak, ta’rifga asosan
df Axl fix +Axy) - (X,y)
o~ Ao nx T A fix |
Xuddi shu kabi Z = /(x y) funksiyaning

z fy > fiix.y), dy %)y
kabi belgilanadigan y bo’yicha xosilasini ham kiritish mumkin.
df df Ayf fix,y +Ay)-fix,y)
ay dy Ay-0Ay Ay-0 Ay
Xususiy xosilaning tariflaridan funksiyaning x bo’yicha xususiy
hosilasini hisoblashda ikkinchi y o’zgaruvchini o’zgarmas son kabi
garalishi, y bo’yicha xususiy hosilani topishda esa x o0’zgaruvchini
o’zgarmas son sifatida qaralishi kerakligi kelib chigadi. Bundan esa
xususiy hosilalami topishda bir o’zgaruvchili funksiyani hosilasini
hisoblashdagi goidalar va hosilalar jadvali ikki o’zgaruvchili funksiyani
xususiy hosilalarini topishda ham o’z kuchida golishi kelib chigadi.
Z = fix, y) funksiya xususiy hosilalarining ham geometrik ma’nosi

mavjud. Bu funksiya grafigi biror S sirtni ifodalaydi. Bu sirtga tegishli
-18-



MO(,x0ly 0) nugtani garaymiz. Bu holda/(x,y0) = <p(x) bir o’zgaruvchili
funksiya bu 5 sirtni y = yO0 tekislik bilan kesishdan hosil bo’ladigan biror
L chizigni ifodalaydi. Shu sababli x bo’yicha xususiy hosilaning /*(x0,y 0)
son giymati L chizigga MO(x0,y0) nuqtada o’tkazilgan urinmaning
burchak koeffisientini ifodalaydi.

Demak , fx(.x0,y0)=tga bo’lib , bunda a burchak S sirtni Y = YO
tekislik bilan kesishda hosil bo’ladigan L chizigga MO(x0,y0) nugtada
o’tkazilgan urinmaning OX koordinata o’gi bilan hosil gilgan burchakni
ifodalaydi. Xuddi shunday, fy(x0,y0) soni S sirtni x = x0 tekislik bilan
kesishda hosil bo’ladigan G chizigga MO(x0,y0) nugtada o’tkazilgan
urinmaning burchak koeffisientini fodalaydi.

Ikki o’zgaruvchili funksiyaning MO(x0,y0) nugtada fj, fy Xususiy
hosilalari mavjudligidan uni bu nuqtada uzluksizligi har doim kelib
chigmaydi. Masalan,

0, x2+y2=20
funksiya 0(0,0) nugtada uzlukli. Ammo /(x,0) =0 va /(0,y) =0
bo’lgani uchun bu funksiyaning 0 (0,0) nugtada ikkala xususiy hosilalari
mavjud va /*'(0,0)=0, fy(0,0)=0 bo’ladi.

AgarZ = /(x,y) funksiyaning

dz _ df dz _ df

ox dx * dy dy
xususiy hosilalari mavjud va ular x vay o’zgaruvchilaming funksiyalari
bo’lsa, u holda ulardan yana xususiy hosilalar olish mumkin. Olingan bu

xususiy hosilalar ikkinchi tartibli xususiy hosilalar deb ataladi. Ular

£
ko’rinishda yoziladi.

Z = /(x,y) funksiyaning x va y argumentlari bo’yicha ikkinchi
tartibli  xususiy hosilalari =££ =«. = =
= fyx lar esa Z = f(pc,y) funksiyaning ikkinchi tartibli aralash hosilalari

deyiladi.
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Teorema: Agar Z = f(x, y)funksiya va uning fe ,fe,fey, fyx
hosilalari M(x,y) nugta va uning biror atrofida aniglangan va bu nuqgtada
ikkinchi tartibli fey ,fex aralash hosilalar uzluksiz bo’lsa, unda aralash

hosilalar bu nugtada o’zaro teng, yani fey = f X bo’ladi.

Ikki o’zgaruvchili fimksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari,
ya’ni x vay o’zgaruvchilaming funksiyasi bo’lsa, u holda ulardan yana
hosilalar olish mumkin. Olingan bu hosilalar uchinchi tartibli xususiy
hosilalar deyiladi. Ular quyidagicha yoziladi:

d3f a3 d 3f d3f d3f d3f d3f d 3f
Ax3 ’dx2dy ’dxdydz ’gyax2 axay2 'ayaxpay 'Ay2ax 'ax3

Z = f(x,y) funksiya M(x,y) nugtaning biror atrofida aniglangan va
bu nugtadan o’tuvchi | to’g’ri chiziq bo’yicha yo’nalish biror
| = {cosa.cosp} birlik wvektor orgali berilgan bo’lsin. Bu yerda
cos a va cosft lar berilgan | birlik vektoming mos ravishda OX va OY
koordinata o’glari bilan hosil gilgan a va/? (/? = 90° - a) burchaklar
bilan aniglanadi va yo’naltiruvchi kosinuslar deb ataladi. Bu | to’g’ri
chizigda yotuvchi va M(x,y) nugtaning atrofiga tegishli yana bir
N(x + Ax,y + Ay) nugtani olamiz. Bunda Z = /(x,y) funksiyaning
0’zgarishi:

A0 =1(* +Ax,y +Ay) - f(x,y)
ayirma bilan ifodalanadi va u funksiyaning | yo’nalish bo’yicha orttirmasi
deyiladi. Agar MN = Al belgilash qgilsak va Ax ->0, Ay -*0 bo’lsa,
unda Al 0 bo’ladi.

Ta’rif: Agar Al 0bo’lganda” nisbat chekli limitga ega bo’lsa, u
holda bu limit giymati Z = f(x,y) funksiyaning / yo’nalish bo’vicha
hosilasi deyiladi.

Z = f{x,y) funksiyaning | yo’nalish bo’yicha hosilasi

df dz
fn ~dl “dl
kabi belgilanadi. Demak ta’rifga asosan
d—f = hrn Al
dl - m->o Al
kabi yoziladi. Al = Axcosa + Aycosfi tenglikdan foydalanib,
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df df
i = I cosa +‘W cos/?
formulani yozamiz.
Agar | yo’nalish biror a = {al,a2} vektor orqali berilgan bo’lsa,
unda yo’nalish bo’yicha hosila
df _ df dj [df a2
di  dx Jaj+al dy Jaz2+az

formula bilan hisoblanadi.
Agar | sifatida OX (yoki QY) koordinata o’gining yo’nalishini olsak,
undaa = 0,/? = 90° (bo’ladi va yuqoridagi) formuladan

df _ df df df

dl dx ¥° 1d dy
kelib chigadi. Demak Z =f(x,y) funksiyaning x yoki y bo’yicha
xususiy hosilalari uning |yo’nalish bo’yicha hosilasining xususiy holi
bo’lar ekan.

Ta’rif: Z = fix, y) funksiyani gradiyenti deb koordinatalari f% va ff
xususiy hosilalardan iborat vektorga aytiladi.

Z —fix,¥Y) funksiyaning gradiyenti grad f kabi yoziladi. | yo’nalish
bo’yicha hosilaning ifodasini gradiyent tushunchasidan foydalanib
quyidagicha yozish mumkin:

df

a = eeqradf = \e\ m\gradf\ «coscp.

Bu yerda go£ yo’nallshni ifodalovchi e birlik vektor bilan gradiyent
vektor orasidagi burchakdir.

Z = f{x,y) funksiyaning o’zini aniglanish sohasidagi biror M(x,y)
nugtadagi to’la orttirmasi

AZ = [/ = f(x +Ax,y +Ay) - fix,y)

dan iborat edi.

Ta’rif: Agar Z ~ fix,y) funksiyaning berilgan Mix,y) nuqgtadagi
to’la orttirmasi

Af = AAx + BAy + a mAX + [? <Ay

_21.



ko’rinishda ifodalanib, unda A = A(x,y) vaB = B(x,y) argumentlaming
Lx va Ly orttirmalariga bog’lig bo’Imagan sonlar, a va/? esa Lx -> 0,
Ay -» 0 holda cheksiz kichik migdorlar bo’lsa, unda bu funksiya M(x,y)
nugtada differensiallanuvchi deyiladi. To’la orttirmaning Lx va Ly
orttirmalariga nisbatan bosh chizigli gismi

A m_x + B m_y funksiyaning differensiali deyiladi.

Z =fix,y) funksiyaning differensiali df yoki d/(x,y) Kkabi
belgilanadi. Demak, u quyidagi formula bilan ifodalanadi:

df = ALx + BLy.

Teorema: Agar Z =f(x,y) funksiyaning fx, ff xususiy hosilalari
M (x,y) nugta va uning biror atrofida anigqlangan hamda uzluksiz bo’lsa, u
holda funksiya bu nugtada differensiallanuvchi deyiladi va uning
differensiali

df df
df = arx—,ﬂ,x + d_y Ly
formula bilan aniglanadi va uni Z = f(x,y) funksiyani to’la differensiali
deyiladi. Lekin bu formulani boshgacha
df df
df =i ix+ Tydy
ko’rinishda ham yozish mumkin. Bunda biz dx = Ox, dy =Ly
tengliklardan foydalandik. Bu yerda g;dx va %,dy lar Z = /(XY)

funksiyaning xususiy differensiallaridir. Ulami dxf va dyf kabi
belgilanadi.

Ta’rif: Fazodagi S sirtda yotuvchi va uning MO(x0,y0,z0)
nuqgtasidan o’tuvchi barcha egri chiziglaming shu nugtadagi barcha
urinmalaridan hosil bo’lgan P tekislik 5 sirtning M0O(x0,y0,z0) nuqgtasidagi
urinma tekisligi deb ataladi.

Agar S sirt F(x,y,z) = 0 tenglama bilan berilgan bo’lsa, u holda
uning MO(x0,y0,z0) nugtasiga o’tkazilgan urinma tekislik

(X - xOF(MO) + (y - YOF;(MO) + (z- zOFZ(M0O) = 0
tenglama bilan va shu nugtadagi normali esa
X-Xp _ ¥Y~Y _ z-z0
F(M0) R(MQ0) F(MO0)
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tenglama bilan aniglanadi.
Yugorida ko’rib o’tgan to’la differensialdan taqribiy hisoblashlarda
ham foydalanish mumkin.

O/- df =>f(x + Ax,y + y) - /fey) . +
ax ay

fix + Ox,y + 4y) « fix,y) + W biibx +~""yY-AY-

Agar Z = fix, y) funksiya Il tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo’lsa,
u holda

to’la differensial ikki o’zgaruvchili funksiya sifatida uzluksiz xususiy
hosilalarga ega bo’ladi. Shuning uchun df differensialning d(d/")
differensiali xagida gapirish mumkin. Unga funksiyaning ikkinchi tartibli
differensiali deb uni d2f kabi belgilanadi. U quyidagicha bo’ladi:

d2f d2f d2f d2f
d2f =~d x 2+ -~dydx +7g-xdxdy +— dy2=

dof daf
dX2dx2+ 2dxdydxdy + "dyzdyZ.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar

I./(x,y) =x2+ 3xy-4y funksiya uchun ixtiyoriy M(X,y)
nuqtada to’la va xususiy orttirmalar topilsin.

Yechish: [/ = [(x +4x)2 + 3(x + Ax)(y + Ay) - 4(y + Ay)] -
—x2 + 3y —4y] = x2+ 2xAx + (Ax)2 + 3xy + 3x[y + 3yAx +
+30xAy —4y - 40y —x2 —3xy + 4y = 2xAx + (Ox)2 +
+3 [xAy f yAx + OxOy] —44y;

Axf = [(x + Ax)2 + 3(x + AX)y —4y] —[x2 + 3xy —4y] =
2x0x + (Ox)2 + 3yAx;

dyl = [x2+ 3x(y + Ay) - 4(y + Ay)] - [x2+ 3xy - 4y] =
3xAy —4dy.
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2. Z = x2—xy +y2funksiya berilgan. Agar x argument 2 dan 2,1
gacha, y esa 2 dan 1,9 gacha o’zgarsa AxZ,AyZ, AZ lar topilsin.

Yechish: Masalaning shartidan x =2, Ax =0, y =2,
Ay =-0,1; Axz=(X+Ax)2- (X+AxX)y +y2- (X2—xy +y2) =
= X2+ 2XAX + (OX)2 —Xxy —yAX +y2 —X2+ Xy —y 2 = 2XAX +
+(Ox)2- yAXx = 2x -y + AX)Ax = (2+2- 2+ 0,1) «0,1 = 0,21;

Ayz =x2- xX(y+ fy) + (y + Ay)2- (x2- Xy +y2) = x2- Xy -
XAy +y2+ 2yfly + (Qy)2- x2+xy - y2=2yfly - xfy + (Qy)2=
= Q2y- x+ Ay)dy = (2+2- 2- 0,1) «(-0,1) = -0,19;

Az = (x+ 0x)2—(x + Ox)(y + Qy) + (y + [ly)2- (Xx2—Xy +y2) =
X2+ 2x[x + (AX)2 —xy —xAy - yOAx —Ox <y + y2+ 2y[ly +
+(Ay)2—x2+ Xy - y2 = 2xAx + (Ox)2- xAy - yAx - Ox[y +
+2yfly + (Qy)2= 2201+ (OO)2- 2+(-0,1) - 2040- OO m(-0,1) +
+22¢(-0,1) + (-04)2=04+0,01+0,2- 02+0,01- 04+0,01 =
= 0,03.

3. Quyidagi funksiyalaming xususiy hosilalari topilsin.

1)Z = x3+ 5xy2-y 3; 2)1/=)—/+—Z——>'< 3)V = \[eV.

Yechish: 1) x bo’yicha xususiy hosilani topishda y ni o’zgarmas
deb, y bo’yicha hosilani topishda esa x ni 0’zgarmas deb garaymiz.

£ = (x3+ 5xy2- y3)x = 3x2+ 5y2; N = (x3+5xy2- y3y =

= 10xy - 3y2.

2) Bu funksiya uch o’zgaruvchili funksiyadir. x bo’yicha xususiy
hosilani topishda 'y va z ni o’zgarmas deb, y bo’yicha xususiy hosilani
topishda x va z ni 0’zgarmas deb va z bo’yicha xususiy hosilani topishda
X vay ni o’zgarmas deb garaymiz.

|« = (i +Z-£V =1+4 | ££= (£+>:-£3' = -4 +1;
dx Vy z  x/g. y x2 ay \y z  xJy y2 z
du_ (x vy zV
3z Vy ez x/z z2 X’

3) Dastlab ildizni kasr-ko’rsatkichli daraja qgilib yozamiz:

V= qly - ex
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x bo’yicha xususiy hosilani topishday ni 0’zgarmas deb, y bo’yicha
xususiy hosilani topishda x ni o zgarmas deb garaymiz:

dv ( y\" r o/ yt y - dv f z\ 2 1 iy
f,=H x= « (- = 372=H , = ¢ ; = ]
4. Argumentlarning ko’rsatilgan giymatlarida  quyidagi
funksiyalaming xususiy hosilalarini giymatlari topilsin.
1) /(a,/?) = cos(ma-n/?); a= ”?=0;

2)Z=In(x2-y2); x—2 y=-1
Yechish: 1) /4 a,/?) = [cos(ma - nfi)]'a = - sin(Ta - n/?) mm =
—-msin(Ta —n/?);
fpia.P) = [cos(ma - n/?)]Jj = - sin(ma - n/?) «(-n) =
= nsin(ma - n/?).
& :°) = —msin (m ¢ - 0) = -mstn (|) = -m;

=nsin(m~ - nm) =nsm(|) =n.
2) Dastlab xususiy hosilalarni topamiz:
g=[In(x2y2]-~ .2 x =-";

dz
1
ov - Moy 2=t ()= B
4 _ _ 241 _
5 Ow*H * A2ng A A1) = g

H -
yi agi funksiyalami ikkinchi tartibli xususiy hosilafari topilsin.
)Z = x3—=2x2y + 3y2; 2)U = exyt

LU Sl zio= c*=-2%2y + 3yD)i = 34 -
Zy—(lx3—2x2y+ Y2 = 2x2 + By;
ZN = (3x2- 4xvV = A 2_4 -y
2" —(~2x2  ¥Y)X bX-~ AR O l‘r%(}/),yf X,
X TW,, ByYx = -4X; z;y = (~2x2+ 6y)" = 6.

n'=c * )Y ~eXMN-xr =xlexy;

nly=(yX Ty T '"X¥Y=*Ye'y:l
u"y: #\)//# ” I'Iy ~ t(1+ xyt)exyts

Ut = ~ tX+xyt)exyt)

X BHY(L -fxyt)exyt;
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Uyt = Uty = x (I + xyt)exyt\

Uly = x2t2exyt; Ut[ = x2y2exyt; UX = y2t2exyt.

6. Z=1In(x2+y2+ 1) funksiya uchun Zxy = ZyX tenglik
bajariladimi?

Yechish: Zx = [In(x2+y2 + I)\'x =

w o o2x N axy _ _
By Tuamyonik T oaryzne - INOFY2+ Dy =
o oy L 4xy

X
y VE2+y2+1,)y (xz+y2+1)2

Demak, Zxy = ZyX.

.U = sin (xy) funksiya berilgan UXyy topilsin.

Yechish: Ux —[sin(xy)]!c = cos(xy) ¢y = ycos(xy);

Wy = [ycos(xy)]'y = cos(xy) —y msin(xy) x = cos(xy) —
—xysin(xy);

Wyy = [cos(xy) —xysin(xy)]y = —xsin(xy) - xsin(xy) —
—x2ycos(xy) = -2 xsin(xy) —x2ycos(xy).

8. Z=2x2+y?2 elliptik paraboloidning /1(1; —;3) nugtasiga
0’tkazilgan urinma tekislik va normal tenglamasi tuzilsin.

Yechish: Z = 2x2 + y2 tenglamani 2x2+y2—z = 0 ko’rinishda
yozamiz va uni chap tomonini F(x,y,z) bilan belgilab F(x,y,z) = 2x2 +
+y2 —=z ni hosil gilamiz.

Uning xususiy hosilalarini topib, ularni A nuqtadagi giymatlarini
hisoblaymiz:

R=4x, iy =2y, FF=-1 KA =4, =) =-2, FE(i4) = - 1L

Topilganlami urinma tekislik tenglamasini tuzish formulasi

(x - xO)y'(MO) + (y - YO)NMO) + (z - zO)FZ(M0O) = 0
ga va normal tenglamasini tuzish formulasi
*~* _Y~Y z-~120
FJ(MO) ~ Fy(MO) ~ Fz(Mo)
ga qo’yamiz va natijada

4(x —1) —2(x+ 1) —(z—3) =0 yoki 4x—2y—2—73=0

urinma tekislik tenglamasini hamda
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x—1 y+1 z-—-3
4 -2 = -1
normal tenglamani hosil gilamiz.
9. Z = 3x2y 5funksiyaning to’la differensiali topilsin.
Yechish: a) Berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:
dz dz
— = (3X2y5yx = 6xy5;, — = (3x2y5)'y = 15x2y4;
b) Ular har birini argumentlaming mos differensiallariga ko’paytirib
quyidagi xususiy differensiallami topamiz:
dxz —6xysdx; dyz = 15x2y4dy.
c) lzlanayotgan to’la differensial xususiy differensiallar yig’indisiga
teng bo’lgani uchun u quyidagiga teng bo’ladi:
dz = dxz + dyz = 6xysdx + 15x2y4dy.
10. Z = arctg- funksiyani to’la differensialini x =1, y = 3,

dx = 0,01, dy = —0,05 bo’lgandagi giymatini hisoblang.

Yechish: dxZ =’d\;dx = \(arctg—) dx = i—ﬂH—-};dx = +y2-dx;
2
dyz =f dy = (arctgA dy=_~ (~—>~/)dy =—X2+y2dy;
|+-y
_ A _ ydx-xdy 3-0,01- 1=(-0,05) _
dZ —dxz + dyZ = §<2+_yzd X by dy = X2+y2 1+9
% — 0,008.
10

11. 1,0839%ni tagribiy*qiymati topilsin.

Yechish: 1,083% ni /(x,y) = xy funksiyaning ~(1,08:3,96)
nugtadagi xususiy giymati deb garaymiz. U holda yordamchi nugta sifatida
MOQ(1; 4) nugtani olish mumkin.

1
4 4

Bundan/(M0O) = 14= 1, fx(MO) = yxy~x ;
, _ x=1
/Y(MO0) = xylnx y —4° 0.
dx = 1,08- 1=10,08; dy = 3,96 - 4 = -0,04.
Topilganlami taqribiy hisoblash formulasiga qo’yamiz:
1,0839 * /(M 0) + f;(Mo)dx + fy(M0O)dy = 1+ 40,08 = 1,32.
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12. Z=In(fl2+V),U=e*+y2,V=x2+y berilgan. g vag

xususiy hosilalar topilsin.

Yechish: Berilgan funksiya murakkab fimksiyadir. Chunki Z
0’zgaruv chi Uva V laming funksiyasi, U va V lar esa 0’z vaqtidaxvay
laming funksiyalaridir. Murakkab funksiyaning xususiy hosilalarini topish
uchun

dz _ dz du dz dv_ dz _ dz du” dz dv
dx du dx dv x~ dy du dy dv dy
formulalardan foydalanamiz.
2u
- = + 'U=-g—n = Ao =[In(u2+v)]Jt = 1
Bu [InSuZ V)\;liU u%+v 2w uz+Vv’ [in( )] u2+v’

. " _ -
i = (e*Hy2)x = e y2 v &e**’ﬂ}Yy = 2ye*Hy/Z

d 1
yX = 02+ y)x = 2X; —v:(rXQ*-Y)y =1
Topilganlarni yuqoridagi formulalarga qo’yamiz:

dz .ex+y2J L_ .2x = ueX+y2 4 X) =

dx u2+v u2+v u2+v

& = uze “NENLF 19, = (@ fAuyeTHZ+ ) =

(2ye2(x+y2) +
e2(*+Y2)+x2+y

13.z = x2+yjy, y = sinx funksiya berigan. az topilsin.
Yediisb; g = (x2+"yg =2x ; g = (x2+Vy)y=g9=

dy — H L} —
i = (sinx)"' = cosx.
Topilganlarni to’la hosilani topish formulasiga qo’yamiz:

dz dz dz dy
dx dx dy dx

dz 1 1 COSX
— = 2X H----—-ec0sx = 2X H— .. *COSX = 2X H-—p =
dx 2Jy 2y sinx 2Vsmx

14. Z=u2u3, U=x2siny,V = x3ey murakkab funksiyaning to’la
differensiali topilsin.
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Yechish:  Z =1f(u,v), U= <p(xy), V=ip(x,y) murakkab

funksiyaning to’la differensialini topish uchun

d _dzd +dzd
S TR i

. 9z d . .
formuladan foydalanamiz. Dastlab 2 2 du va dv lami topamiz:

9 uvau=oums ¢ = (U2V3); = 3un2
ov

du du . 0
du = d—XdX +d_y dy = 2xsinydx + xzcosydy,
dv dv
dv =g, 9 *+ g 0y = 3xleydx +x3eydy.

Topilganlarni to’la differensialni topish formulasiga qo’yamiz:
dz = 2uv3(2xsinydx + x2cosydy) + 3u2v2(3x2eydx + x 3eydy).
15. F(x,y,z) =ez+x2y +z +5 = 0 oshkormas shaklda berilgan

funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
Yechish: F(x,y,z) = 0 oshkormas funksiyaning xususiy hosilalari

ryr *FX:L n _— :
- pr > Z. - _‘E
rz z

formulalardan topiladi. Bunda F2 @ 0 bo’lishi kerak.
B Fy va R lami topamiz.
Fr= (ez+x2y +z + 5yx = 2xy; B = (ez+ X2y +z + 5)y = x2;
Fz=(ez+x2y+z+5)z=ez+ 1
Topilganlarni o’milariga qo’yamiz:

F' 2xy
'= -4 = - Ay = 'Iﬁi"
z 4 ez+1; V- ez+ 1
16. U = x2+ y2+ z2funksiya berilgan M(l; 1; 1) nugtada

S —2i +j + 3k vektor yo’nalishi bo’yicha  hosila topilsin.

Yechish: Dastlab S vektoming yo’naltiruvchi kosinuslarini topamiz:

cosa= 2 - rR. 1 -1 3 3
V4+1+9  VI4"  C°SP ~ WHMHI49 - mlld oSy ~ W+ < via -

Topilganlarni U funksiyadan S vektor yo’nalishi bo’yicha hosilani
topish formulasi
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" " " "n
A ad ecosa +'D'— *cos/3 +'D'— eCOSYy
ds gax ay dz

ga qo’yamiz. Natijada:

anm gn 2 ,qm 1 ,qu
— |
ds gx VT4 ay VI4 dz V14
hosil bo’ladi. Endi 22, 22 va g—zxususny hosilalami M(1; 1; 1) nugtadagi

giymatlarini topamiz:

A (2*Wm = 2 ( )M - (2y)m = 2, (ﬂ'f')m = (2z)M= 2
ox 7 My y dz’ " -
Bularni oxirgi tenglikka qo’yamiz:
du 2 1 3 12
+ 2 + 2
55 2 VI4 '* V4 V94 _ V4

17. U = x2+ y2 + z 2 funksiya berilgan. Bu funksiyaning M(1; 1; 1)
nugtadagi gradiyenti aniglansin.
Yechish: (/ = /(x,y,z) funksiyaning ixtiyoriy nuqtadagi gradiyenti
gradu = A% i+ 'D'M +d_u K = 2xi + 2yj + 2zk
AX dy dz
bo’ladi. Endi M(1; 1; 1) nugtadagi gradientni aniglaymiz.

(igradu)M = (2xi + 2yj + 2zk)M= 2i + 2; + 2k, \qradu\M = 2n/3.

Mustagil yechish uchun topshiriglar

I./(x,y) = x2+ xy - 2y2 funksiya berilgan. Agar x argument
2 dan 2,2 gacha, y argument esa 1 dan 0,9 gacha o’zgarsa AXZ,
AyZ va AZ lar topilsin.

2- /(x,y) = x2+ 3xy —4y funksiya berilgan. Agar x argument 2
dan 1,9 gacha, y argument esa 2 dan 2,2 gacha o’zgarsa, AXZ, AyZ va AZ
lar topilsin.

3. Quyidagi funksiyalami xususiy hosilalari topilsin.

1) Z=x3+3x2y —y3; 2)Z =’;_~y,

3)Z = ~by~2x; 4) U = /M5En(x - 2t);
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Javoblar: 1) Zx = 3x(x + 2y), Zy - 3(x2- y2);

4)  Ux = ctg(x - 21), Uy = -2ctg(x - 2t);

6) Wk = 2sinycos(2x +vy), Uy = 2sinxcos(x + 2y);
7 W=-4(z - xy23y2, (ly=-8xy(z- xy2)3,
Uz =4(z- xy2)3;

;M- Y»2 >

. *  7(X2+y2+Z2)3 " y V(*2+y2+22)3 "
U —— y -

2 V(x2+y2+22)3

4. Z=x3+ x2y +y3 funksiyaning 3-tartibli xususiy hosilalari
topilsin.
5. U = ~ funksiyaning 3-tartibli xususiy hosilalari topilsin.

6.1) ~ XA+ 3x2y 2 —2y4 funksiyaning 4-tartibli xususiy hosilalari
topilsin.

7.1) Z=sin(ax - by); 2)Z= ; 3)Z=In(x- 2y)
* z _ _Z . e s .
funk5|yalar uchun FIC TR ekani tekshirilsin.
8. Y= funksiya ~ | +2(g +g)-y 0 tenglikni

ganoatlantirishi ko’rsatilsin.
9. /(m,n) = (2m)3n funksiya berilgan. va /d lami nd 2)
nugtadagi giymati topilsin.
Javob: 12:0
P(x,y,z) =sin2(3x + 2y —z) funksiya  berilgan /y'(1; —; 1),
Ri(l; 1;4)valy ¢ 0;—) lar hisoblansin.
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Javob: 0; 2sin2;sinl

11. Quyida berilgan sirtlarda ko’rsatilgan nugtalarda o’tkazilg

urinma tekislik va normal tenglamalari tuzilsin.
1) x2+ 2y2+ 3z2 = 6 sirtning 1, —1; 1) nuqtasida;
2) 2z = x2—y 2 sirtning S(3; 1; 4) nuqgtasida.
Javoblar: 1) x —2y+3z=6;, — = — =— ;
2) 3x-y-z=4
12. Quyidagi funksiyalarni to’la differensiallari topilsin:
NZ =x2%; 2)Z2=";3)Z =y "T"; 4 =
5 Y="Mx2+y24-z2.

Javoblar: 1) dz = 2xydx + x2dy; 2)dz = — dx tdy;
) dz =2y Vi 2T ey ™ eyyz O

- * % . L
3)dz = J)(2+y2dx +4A+y_ dy; d)<fa=- (i +i)dA:+ (i +i)<iy;
_ X
5) du = ij2+y2+12.jx H J.x2+y2+22_d*yt -Jx2+y2+22:gz'

13. Quyidagi funksiyalar to’liq differensiallarining qiymatlari
topilsin:

1) ZzZ=",x =2,y =1,dx =0,1,dy = 0,2 bo'lganda;

2)U=exy,x =1,y =2,dx = —0,1,dy = 0,1 bo'lganda;

Javoblar: 1) 0,075; 2)- 0,le2 « —0,7309.

14.sin 1,5 «tg3,09 ni tagribiy giymatini hisoblang.
Javob: —0,05.

________________ mtaqribiy giymati hisoblansin.
Javob: 0,01.

16. P = U3Inv ,U = N K = 3x —2y murakkab funksiya berilgan.

dP dp . T
o Va dy lar topilsin.
Javob: W(SX + 2vinv); 2 (y +vinv).

17./(x) = arcsin™ , y = Vx2 + 1 funksiya berilgan. ~topilsin.
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Javob: -j—.
18. U=-ez~2y,Z =sinx,Y =x3 funksiya berilgan. ~ topilsin.
Javob: ez~2y{cosx —6x2) yoki esinx~2x3(cosx —6x2).
19. Quyidagi oshkormas funksiyalaming hosilalari topilsin.
DNx2+y2+z2-z=0; 2)ax + by —cz = kcos(ax + by - cz).
Javablar: 1) 2)Z2' =8, Zy =
20. U = x2+y 2+ z 2 funksiya berilgan. M(144) nugtada
S =i +] + Kk vektor yo’nalishi bo’yicha  hosila topilsin.
Javob: 2V3.
21. Z =5x2—3x —y —1 funksiyaning M(2,l) nuqtada shu
nugtadan /V(5,5) nugtaga boradigan yo’nalish bo’yicha hosilasi topilsin.
Javob: 9,4,
22. U X2 +y3—funksiyaning M (2,4) nuqgtadagi gradiyenti topilsin.

0
Javob: grad n = 2i +-j.

23. U= yx2+ y2+ z 2 funksiyaning gradiyenti va uning uzunligi
topilsin.
: = * J=====:
Javob: gradu = %(Ziygitzlf -3x2+y2+22j' *
z
+ ‘k,\gradu\ = 1.
Jx2+y2+z

83. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari

Bu paragrafda biz asosan ikki o’zgaruvchili funksiyaning maksimum
va minimum (ekstremum) larini aniglash bilan shug’ullanamiz. Lekin ikki
o’zgaruvchili  funksiyaning ekstremumlari bo’yicha aytilgan barcha
tasdiglar uch va undan ortig o’zgaruvchili funksiyalar uchun ham o’z
kuchini saglaydi. Shuning uchun ham biz ushbu paragrafda ikki
o0’zgaruvchili funksiyani ekstremumlari hagida fikr yuritamiz.



Tarif: Agar MQ(x0Y0) nugtaga yetarlicha yagin bo’lib, undan fargli
hamma (x,y) nugtalar uchun F(x Qy o) > fix,y) bo’lsa u holda
Z = fix, y) funksiya M *x0y0) nugtadan maksimumga ega deyiladi.

Tarif: Agar MO(x0,Y0) nugtaga yetarlicha yaqin bo’lib, undan fargli
hamma (x,y) nugtalar uchun F(x Oy o) < fix,y) bo’lsa, u holda
Z = fix, y) funksiya MO(x0yo) nugtada minimumga ega deyiladi.

Funksiyaning maksimumi va minimumi uning ekstremumlari
deyiladi, ya’ni funksiya berilgan nugtada maksimum yoki minimumga ega
bo’lsa, funksiyani shu nugtada ekstremumga ega deyiladi.

Funksiyaning maksimumi va minimumiga boshgacha ta’rif berish
ham mumkin.

1 Agar erkli o’zgaruvchilaming yetarli Kkichik bo’lgan barcha
orttirmalarida g /< 0 bo’lsa, fix,y) funksiya M O( x Oy 0) nugtada
maksimumga ega bo’ladi.

2. Agar erkli o’zgaruvchilaming yetarlicha kichik bo’lgan barcha
orttirmalarida A/ > 0 bo’lsa /(x,y) funksiya M Q' x 0 y 0) nugtada
minimumga ega bo’ladi.

Teorema: (ekstremumning zaruriy sharti). Agar Z=/(Xx,y)
funksiya MQ(x0yo) da ekstremumga ega bo’lsa, u holda z ning har bir
birinchi tartibli hususiy hosilasi argumentiaming x = x0, y =y0
giymatlarida yo nolga teng bo’ladi, yo mavjud bo’Imaydi.

Z = f{x,y) funksiyaning Zx- 0 (yoki mavjud gilmaydigan) va Zy=0
(yoki mavjud gilmaydigan) nugtalariga kritik nugtalar deb ataladi.

Teorema: /(x,y) funksiya MO(x0,y0) nugtani o’z ichiga oluvchi
biror sohada uchinchi-tartibgacha (uchinchi-tartiblisi ham) uzluksiz
xususiy hosilalarga ega bo’lsin; undan tashgari MO(x0,y0) nugta/(x,y)

AG.Y0) _n dI(*0¥) _ 4 posin. U

funksiyaning kritik nugtasi, ya'ni = - ’ dy

holda x = x0, va y = y0bo’lganda
1) Agar
N f A< 0 bo’lsa,

/(x,y) funksiya maksimumga ega bo’ladi;
2) Agar
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<TEO.Y0) d2f(x0,50)  IFdf(x0,0)\2 ~ n 32/00,%0) S (3 ho'lsa

ST — y2—-—{—Ear) >0 Va dx2
f (x,y) funksiya minimumga ega bo’ladi;
3) Agar

bo’lsa, f(x,y) funksiya

maksimumga ham, minimumga ham ega bo’Imaydi;

4)  Agar
82/(*o.Yo) 32/(x0,y0)
X2 3y2 (333W0) =0 bo lsa’ /(XY) funksiya

ekstremumga ega bo’lishi ham, ega bo’lmasligi ham mumkin (bu holda
tekshirishni davom ettirish kerak bo’ladi).
Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarning MO(x0,y0) nugtadagi
giymatlarini A, B, C lar orgali belgilaymiz. Ya’ni,
d2f d 2f d2f
~A’ (axgy"m° ~ B’ Ady2h 0=C

U holda:

1) AC—B2>0, A< 0 bo’lsa, u holda funksiya MO(x0,y0)
nugtada maksimumga;

2)AC—B2>0, A> 0 bo’lsa, u holda funksiya MO(x0,y0)
nugtada minimumga;

3) AC—B2< 0, bo’lsa, uholda ekstremum mavjud bo’Imaydi;

4) AC - B2—0, bo’lsa, u holda ekstremum mavjud bo’lishi ham
mavjud bo’Imasligi ham miitnkin.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar

1 f(x,z2) —(x—1) 2+(y - 2) 2—1 funksiyani ekstremumga
tekshirilsin.

Yechish: Bu funksiyani maksimumga (minimumga) ega yoki ega
emasligini  ta’rifdan foydalanib topish mumkin. Berilgan funksiya
x ~ 1y =2da yani (1; 2) nugtada minimumga erishadi. Hagigatdan
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ham/(1;2) = (1 —I)2+ (2 —2)2—1 = —1, shuningdek (x —I)2 va
(y —2)2 esax @ 1, y =£2 dadoim musbat, demak,
x—2+(y—2)2—1> 41

ya’ni /(x,y)>/(12).

2. I(x,y) =--sin(x 2 +y 2 ) funksiyani ekstremumga
tekshirilsin.

Yechish: Bu funksiyani maksimum yoki minimumga ega yoki ega
emasligini ta’rifdan foydalanib topamiz. Berilgan funksiyax =0,y = 0
da, ya’ni koordinatalar boshida maksimumga erishadi.

Xagigatdan, /(0; 0) = ’2‘ X2+y2= 2 aylana ichida (0; 0) dan fargli

nugta olamiz, u holda 0 < x2+y2< A da sin(x2+y2 > 0 bo’ladi va

shuning uchun/(x,y) = —l—5in(X2+y?) <!

ya’ni bu holda /(x,y) < /(0,0) bo’ladi.
3. Z=x2xy +y2+3x —2y + 1 funksiyaning maksimum va
minimumga ega yoki ega emasligi tekshirilsin.
Yechish: 1) Kritik nugtalarni topamiz:
N=(X2—XYy +y2+ 3x —2y + 1)x = 2x —y + 3,
AN=(X2- Xy +y2+3x- 2y + 1))y =-x +2y- 2,
Quyidagi tenglamalar sistemasini yechamiz:
MN2x-y +3=0
(-x +2y-2=0
. - 4 1 . 4,
Uning yechimi x = --vay = :dan iborat. Demak, MO(——,-])
kritik nugta bo’lar ekan.
2) Ikkinchi tartibli xususiy hosilalami topamiz va ularni kritik
nugtadagi giymatlarini hisoblaymiz:

2Z.=(2x-y + 3yx = 2, d‘j:y=(2x— y+3)y=-1
d2z

,qyz_( X+ 2y - 2yy =2
d2z

n — mi2z\ _ _ _ _
A 2. B=(— ),0=-1. C= 3y2 =2



AC- B2=2+¢2- (-1)2=4—1=3>0, 4 = 2> 0. Demak, berilgan

funksiya M (( et ) nugtada minimumga ega. Uni topamiz:
12
3 3
4.Z = x3+y2—3xy fiinksiyaning maksimumi va minimumi mavjud
yoki mavjud emasligi aniglansin.
Yechish: 1) Kritik nugtalami topamiz:

g = (*3+y3_ IxWx =3x2-3y; g = (x3+y3- 3xy)y=3y2- 3 ;

-0y -un, _Yy_0 r y = X2,
-3x =0, ly2—x =0Q I: x = 0.

Bundan (1; 1) va (0; 0) kritik nugtalami topamiz.
2) Ikkinchi tartibli hosilalami topamiz:

?)(2’2* = (3x2- 3y)'x = 6x; d?(gy = (3x2- 3y)' = -3;

122 32 3wy = 6
—(oXZ—oX = .
Ay2 g~y

3) Birinchi kritik nugtani tekshiramiz:
d2z .d2z d2z
i4="fe );2'§L= 6: ® dxdyJdy=j “-* = (3y: ))/(::}
4C—B 2=6+6—(-3) 2=36-9=27>0;, 1=6>0. Demak,
berilgan funksiya (1; 1) nugtada minimumga ega. Uni topamiz :

Zmin = (*3+ ¥3- 3ry)x=j=1+1- 3=-1.
(*3+, Y]

4) Ikkinchi kritik nugtani tekshiramiz:
fd2z\ (6x)*=0 = 0: B % d2z \) 3
—_ = X)*=0 = 0; = = -3;
{dXZJ)X=O dxdy)x=o0

y=o y=o

'd2z>
- AN — *— -
c=\ %)?tig = (6y) y;8 = 0.

AC —B%= § B —(—9¥%= —9 < 0. Demak, ikkinchi kritik nuqtada
funksiya maksimumga ham, minimumga ham ega emas.
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Ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi deb, berilgan differensial
tenglamani ganoatlantiradigan, ya’ni uni ayniyatga aylantiradigan
funksiyaga aytiladi.

Masalan, y" + k2y = 0 tenglamaning yechimi y = asin(kt + q0)
funksiyadan, y" +y = 0 tenglamaning yechimi esa y = cosx
funksiyadan iborat.

Ta’rif. (1) yoki (2) differensial tenglamaning yechimini topish uni
integrallash, topilgan'y = <p(x) yechim esa uning integrali deb ataladi.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar

1-misol. Havo bosimini dengiz sathidan balandlikka bog’liq
ravishda aniglang.

Yechish: Dengiz sathidan hisoblangan balandlikni h(m), havo
bosimini p (A /12) orqali belgilaymiz. Masala bosimning balandlikka
bog’ligligini  tavsiflovchi p(7i) funksiyani topishdan iborat. Dengiz
sathida joylashgan Im2 o’lchamli gorizontal maydonchani va bu
maydonchaga tayanuvchi prizmatik havo ustunini garaylik. Agar h
balandlikda xayolan ustunning kesimini o’tkazsak (1-chizma), u holda bu
kesimdagi bosim ustunning kesimdan yugqoridagi gisimining og’irligi bilan
aniglanadi. h + Ah balandlikda ikkinchi gorizontal kesim o’tkazamiz. Bu
kesimdagi bosim ikkala kesim orasidagi ustunda bo’lgan havo
og’irligiga teng Ap migdorga kichik bo’ladi.

1-chizma

Shu sababli Ap = —dAh deb yozishimiz mumkin, bu yerda d
kattalik p(H/m2) bosimdagi bir kubometr havoning og’irligi. Biroq d
kattalikning o0’zi bosimiga proporsional. Hagigatdan dO bir kubometr
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Imvoning p0 = 1(H/m2) bosimidagi og’irligi bo’lsin. Boyl - Mariott
gommi pV = p0OW0ga ko’ra bunday miqdordagi havo p bosimda ¥ = ~
kubometr hajmga ega bo’lib awalgicha dO(W) og’irlikda bo’ladi. Bu
holda bir kubometr havoning d og’irligi d =y = dOp ga yoki umuman
d = kp gateng bo’ladi, bu yerda k- proporsionallik koeffistienti.

Shunday qilib, quyidagi munosabatni hosil gilamiz

Ap = -kpAh (1)

(D tenglik aniq emas: bu yerda h va h + [/i orasidagi hamma
kesimlarda bosim o0’zgarmas va p ga teng deb faraz gilingan. Aslida esa bu
kesimlarda bosim turlicha bo’lib, h ortishi bilan u kamayadi. Biroq
p = p(7i) funksiyani uzluksiz deb faraz qilish tabiiy, shu sababli (1)
tenglikning xatosi katta emas va Ah kattalik ganchalik kichik bo’lsa, u
shunchalik kichik bo’ladi. Endi (1) tenglikning ikkala tomonini Ah ga
bo’lib, Ah -» 0 da limitga o’tsak, undagi xato nolga intiladi va biz endi
aniq tenglikka ega bo’lamiz:

(2)

(2) tenglik noma’lum (izlanayotgan) p(/i) funksiyani va uning
hosilasini bog’lovchi differensial tenglamadir. Bu tenglamaning yechimi
havo bosimi p ning h balandlikka bog’ligligini ifodalovchi funksiyadan
iborat. Yechimlarni topishning umumiy usullari hozircha noma’lum
bo’lgani uchun quyidagicha yo’l tutamiz. (1) munosabatda dengiz sathidan
h balandlikni p bosimning funksiyasi deb garaymiz. Masalan, joyning
dengiz sathidan balandligUii barometr ko’rsatishi bo’yicha aniglash talab
gilinsa, barometrik nivelirlashda ana shunday yo’l tutiladi. Bunday holda
(1) tenglikning ikkala gismini Op ga bo’lib va Ap -» 0 da limitga o'’tib,
quyidagini hosil gilamiz:

@)

3) tenglik ham differensial tenglamadir, lekin bu yerda eng sodda
bog’lanishga egamiz: noma’lum funksiyaning hosilasi argumentning
ma’lum funksiyasi sifatida ifodalanadi. Shu sababli noma’lum h
funksiyani topish uchun fagat anigmas integral olish kerak, natijada

quyidagini hosil gilamiz:
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h = —Klnp + C 4)

O kattalik integrallashning ixtiyoriy o’zgarmasidir, kelgusida qulay
bo’lishi uchun uni & =*InC ko’rinishda yozgan ma’qul. U holda (4)
tenglikni quyidagicha gayta yozish mumkin:

h = }(I nB 55)

(5) tenglik izlanayotgan h = h(p) funksiyaning ifodasini beradi,
birog bu ifodani unda ixtiyoriy C o’zgarmas borligi tufayli juda ham aniq
deb bo’lmaydi. To’la aniglikka erishish uchun Cni bilish zarur, bunga h
ning biron-bir giymatidap ning giymati berilishi orgali erishish mumkin.
Bizning misolimizda dengiz sathida (h = 0 bo’lganda) atmosfera bosimi
p = Pgga teng deb olish eng qulaydir. Bu giymatlami (5) ga qo’yib,
C = po ni topamiz, natijada izlanayotgan funksiya uzil-kesil

h-jln— (6)
formula orgali ifodalanadi.

(6) tenglikni p ga nisbatan yechish va bu bilan dastlab qo’yilgan
masalaning yechimini hosil gilish mumkin. Havo bosimi p ning dengiz
sathidan balandlik h ga bog’lig ifodasi

p = poe " (7)
formula bilan ifodalanadi.

2-misol. Massasi m bo’lgan moddiy nugta og’irlik kuchi ta’sirida
erkin tushmogda. Nugtaning harakat gonunini havoning qarshiligini
hisobga olmasdan toping.

Yechilishi: Sanoq boshi 0 tanlab olingan va pastga
yo’nalgan vertikal 0’q olaylik. Moddiy nugtaning vaziyati t
vagtga bog’liq ravishda o’zgaradigan OM = s koordinata
bilan aniglanadi (2-chizma). Dinamikaning ikkinchi asosiy
gonunini

D,

F=Ta
ko’rinishda yozamiz, bu yerda m -massa, a -nugtaning 2-chizma
tezlanishi, F —ta’sir etuvchi kuch. Shartga ko’ra nuqtaga fagat og’irlik
kuchi ta’sir etadi, demak, F- P = mg, bu yerda g -og’irlik kuchi
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(ivliiiiishi. a tezlanish yo’ldan vaqt bo’yicha olingan ikkinchi hosilaga
long, shuning uchun

yoki
(8)

(8) tenglik noma’lum s = s(t) funksiyaning ikkinchi hosilasi
gatnashgan differensial tenglamadir. Ushbu holda bu ikkinchi hosila
argumentning ma’lum funksiyasi (hatto, o’zgarmas Kkattalikka teng)
bo’lgani uchun izlanayotgan funksiyani t bo’yicha ikki marta integrallab
topish mumkin:

— - gt+Q (9)

s- ~2~+ +C.  (10)

(10) tenglik izlanayotgan harakat qonunini beradi, birog yugorida
ko’rilgan masaladagi kabi u integrallash o’zgarmaslariga ega, ayni holda
ikkita. Nugtaning boshlang’ich vaziyatini va boshlang’ich tezligini bilgan
holda bu o’zgarmaslami aniglash mumkin. Boshlang’ich momentda
(t = 0) nugtaning tezI|g| vO ga, uning 0 sanoq boshidan masofasi sO ga
teng bo’lsin deylik. —teZ|Ian ifodalagani uchun (9) dan Cr = vO0ni, (10)

dan esa C2 = sO ni hosil gilamiz, natijada harakat qgonuni ushbu
ko’rinishga ega bo’ladi:

s =— +v0t + s0. (H)

3-misol. Egri chizigga uning ixtiyoriy nuqtasida o’tkazilgan
urinmaning ordinatalar o’gidan kesgan kesmasi urinish nugtasi
ordinatasining ikkilanganiga teng. Shu egri chizigning tenglamasini
toping.
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Yechilishi: Izlanayotgan egri chizigda ixtiyoriy M(x,y) nugta

olamiz (3-chizma). M nuqgtada o’tkazilgan urinmaning tenglamasi
Y-Y=Y(X~X)
ko’rinishga ega bo’ladi, bu yerda X, Y-urinma nugtasining o’zgaruvchi
koordinatalari, y'-izlanayotgan funksiyaning berilgan nuqtadagi hosilasi.
Urinmaning Oy o’qdan ajratadigan OB kesmasini topish uchun X = 0
deymiz. U holda OB = Y =y —xy". Ikkinchi tomondan, shartga ko’ra
OB = 2y. OB kesma uchun topilgan ikkala ifodani tagqoslab,
y —Xxy' =2y
yoki

xy'+y =0 (12)
tenglamani hosil gilamiz.

Bu tenglamaning ikkala tomonini dx ko’paytirib, uni differensial
ishtirok etgan ko’rinishga keltiramiz:

xdy +ydx =0 (13)

(13) tenglamaning chap tomoni o’zgaruvchilar ko’paytmasining
differensiali d(xy) dan iborat, shuning uchun (13) tenglamani ushbu
ko’rinishda yozish mumkin:

d(xy) =0,
bu yerdan
xy = C, (14)

Bu yerda C- ixtiyoriy o’zgarmas. (14) tenglik izlanayotgan egri

chizigning tenglamasini beradi, uni oshkor holda yozish ham mumkin:

y =€ (15)
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(14) tenglama ham (15) kabi, aslini olganda, bitta egri chizigni emas,
balki egri chiziglaming butun bir oilasini-asimptotalari koordinata
o’glaridan iborat teng o’qli giperbolalar oilasini tashkil etadi (4-chizma).

Bu oilaning egri chiziglaridan birini ajratib olish uchun yuqorida
ko’rilgan masalalardagi kabi argumentning birorta tayin giymati uchun
funksiya giymatini berish kerak. Mazkur masalada bu fikr izlanayotgan
egri chizig o’tadigan nugtaning koordinatalarini berilishiga ekvivalentdir.

Aytaylik, izlanayotgan egri chiziq nugtadan o’tsin, ya’ni
da funksiya giymatga ega bo’lsin. Bu giymatlarni (14) yoki (15) ga
qo’yib, ni topamiz, shu sababli izlanayotgan egri chiziq
Xy =6 (16)
yoki
. 6
y —X <17)

ko’rinishga ega bo’ladi.

4. Urinma osti, urunish nugtasining absissasi va ordinatasining
yig'indisiga teng bo’lgan egri chiziglarni toping.

Yechish: Masala shartidan quyidagi tenglamani tuzamiz:

Yoki differensiallarda ifodalasak

tenglama hosil bo’ladi.
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5. Quyidagi tenglamalardan qaysilari differensial tenglama bo’la
oladi?

Ly ' +3x=0; 3)y = e* 5)y = In\x\ + C,

2)x2+y2=0; 4)y'y—x=0; 6) 2dy + 3xdx = 0.

Yechish: Berilgan tenglamalardan 2, 3 va 5 tenglamalar differensial
tenglama bo’la olmaydi. Chunki ularda noma’lum funksiyaning hosilalari
yoki differensiallari ishtirok etmayapti.

6. Quyidagi funksiyalaming qaysilari y' = x tenglamaning yechimi
bo’ladi?

Dy=x+22)y=x2-1 3)y=—-3; 4)y=y +5
Yechim: Bu ftmksiyalardan uchinchi va to’rtinchisi yechim bo’ladi.
Chlhkiy =Y -3,y,=(Y -3),=Y =2val = (T +5)=f =x

Birinchi va ikkinchi fiinksiyalar yechim bo’lmaydi. Chunki
y'=(m+2)=1va y' = (x2- 1)' = 2x.

Mustqil yechish uchun topshriglar
1. Bir jinsli elastik ip ikki uchidan osib qo’yilgan. Ip 0’z og’irligi
ta’sirida biror egri chizig bo’yicha joylashadi (osilgan arqon, sim, zanjir
shunday joylashgan). Bu egri chizigning tenglamasi topilsin.
Javob: y = a” + c2.

2. Nyuton gonuniga asosan biror jismning havoda sovush tezligi
jism temperaturasi bilan havo temperaturasi orasidagi ayirmaga
proporsional. Agar havoning temperaturasi 20°C bo’lib, jism 20 minut
ichida 100° dan 60°C gacha sovisa, gancha vagtdan so’ng uning
temperaturasi 30°C gacha pasayadi? Masalani differensial tenglamasi
tuzilsin.

Javob: A = k(T - 20).
3. 0’q Vg=400m/sek tezlik bilan harakatlanib, h = 20sm

galinlikdagi devorni teshib, undan vO = 100m/sek tezlik bilan uchib
chigadi. Devoming qarshilik kuchi o’gning harakat tezligi kvadratiga

_46-



proporsional deb olib, o’gning devor ichida harakatlanish differensial
tenglamasi tuzilsin.

Javab : m-—= —kv2.

4. Ma’lum bo’lishicha har bir berilgan paytda radiyning yemirilish
tezligi uning miqdoriga to’g’ri proporsionaldir. Agar t = 0 bo’lganda
radiyning massasi m0 bo’lsa, radiy massasining vaqtga garab o’zgarish
gonuni aniglansin.

Javob: i —km.

5. O’miga qo’yish usuli bilan y = Cx3 funksiya 3y —xy' =0
tenglamaning yechimi ekanligi tekshirilsin. Ushbu

1) 2)(1;1); 3)(h-1)
nugtalardan o’tuvchi integral chiziglar yasalsin.

6. Quyidagi  funksiyalar mos differensial tenglamalarni
ganoatlantirishi ko’rsatilsin:

1) y=sinx- 1+ Ce~sinx, y'+ycosx = "sin2x;

2) y=J +C y"+-xy' =0.

7. O’ringa qo’yish usuli bilan: 1)y" +4y = 0va2)y'" —9y' = 0
differensial tenglamalar mos ravishda

1 y = Cxcos2x + C2sin2x va 2) y = Cx+ Ce3x + C3e~3x
umumiy integrallarga ega ekanliklari tekshirilsin.

8. C- 0;%£1;+2 bo’lganda y = Cx2 parabolalar yasalsin va shu
parabolalar oilasining differensiallar tenglamasi tuzilsin.

Javob: xy' = 2y.

9. y = C-LSinx + Qcosx funksiyalar y" +y = 0 tenglamaning
yechimlari ekanligi ko’rsatilsin.

10. y'x —x2—y = 0 tenglamaning yechimlari y = x2+ Cx
ko’rinishdagi funksiyalardan iborat ekanligi isbotlansin.

11. y =x2+x +C funksiya dy = (2x +1)dx tenglamaning
yechimi ekanligi isbotlansin.

12.s = 313 —21 funksiya ds = (3t2—2)dt tenglamani yechimi
bola oladimi?
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13.y = yfx funksiya 2yy' —1 tenglamani yechimi ekanligi
isbotlansin.

14,y —Ce~x2 funksiya ~ + 2xdx —O0 tenglamaning yechimi

ekanligi ko’rsatilsin.

82 Birinchi tartibli differensial tenglamalar
2.1 Umumiy tushunchalar. O’zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan
tenglamalar

Birinchi tartibli differensial tenglama
F=(x,y,y)=0
ko’rinishda bo’ladi. Agar uniy’ga nisbatan yechish mumkin bo’lsa, uni
Y =1(x.y)
ko’rinishda yozish mumkin bo’ladi. Bu holda differensial tenglama
hosilaga nisbatan yechilgan deyiladi. Bu tenglama uchun differensial
tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi hagida quyidagi teorema
o’rinlidir.
Teorema: Agar
Y '=fix,y)
tenglamada fix,y) funksiya va undan y bo’yicha olingan — xususiy

hosilaXOF tekislikdagi (x0,y0) nugtani o’z ichiga oluvchi biror sohada
uzluksiz fiinksiyalar bo’lsa, y holda berilgan tenglamaning x = x0
bo’lganda y = yO0 shartni ganoatlantiruvchi birgina y = <p(x) yechimi
mavjuddir. x = x0 bo’lganda y funksiya berilgan y0 songa teng bo’lishi
kerak degan shart boshlangich shart deyiladi. Bu shart ko’pincha

Y00) = Yo yoki y|*=x0=y0
ko’rinishda yoziladi.

Ta’rif. Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi
deb bitta ixtiyoriy C 0’zgarmas migdorga bog’lig bo’lgan, hamda quyidagi
shartni ganoatlantiruvchi

Y = (X, ¢)
funksiyaga aytiladi:
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a) Bu funksiya differensial tenglamani C 0’zgarmas migdoming har
ganday tayin giymatida ham ganoatlantiradi;

b) x = x0 bo’lganda y = y0 (y\x=X0 = y0) boshlang’ich shart har
ganday bo’lganda ham C ning shunday C = Q0 giymatini topish
mumkinki, y = (p(x,C0) funksiya berilgan boshlang’ich  shartni
ganoatlantiradi.

Differensial tenglamaning umumiy yechimini izlashda ko’pinchay
ga nisbatan yechilmagan

d(x,y,c) =0
ko’rinishdagi munosabatga kelib golamiz. Bu munosabatniy ga nisbatan
yechib, umumiy yechimni hosil gilish mumkin. Ammo yuqoridagi
munosabatdan y ni doimo topish oson bo’lavermaydi. Bunday hollarda
umumiy yechim oshkormas ko’rinishda qoldiriladi. Bu holda
®(x,y,c) = 0 tenglik differensial tenglamaning umumiy integrali
deyiladi.

Ta’rif. Ixtiyoriy C o’zgarmas miqdorga ma’lum C = Q0 giymat
berish natijasida y = (p(x, C) umumiy yechimdan hosil bo’ladigan har
ganday y = <p(x, C0) funksiya xususiy yechim deb ataladi. Bu holda
®(x,y, Q) = 0 munosabat tenglamaning xususiy integrali deyiladi.
Geometrik nugtai nazardan umumiy integral koordinatalar tekisligida bir
ixtiyoriy o’zgarmas C ga bog’liq bo’lgan egri chiziglar oilasini ifodalaydi.
Bu egri chiziglar berilgan differensial tenglamaning integral egri chiziglari

deyiladi.
Hosilaga nisbatan yechilgan
dy
Tx=Mx"y)

differensial tenglama berilgan bo’lib uning umumiy yechimiy = (p{x,c)
bo’lsin. Bu umumiy yechim OXY tekislikda integral egri chiziglar oilasini
aniglaydi.

~ =f(x,y) tenglama * hosilaning koordinatalari x va y bo’lgan

har bir M nugtadagi giymatini, ya’ni shu M nugtadan o’tuvchi integral egri
chizigga shu nugtada o’tkazilgan urinmaning burchak koeffisientini
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aniglaydi. Shunday qilib berilgan differensial tenglama yo’nalishlar
maydonini aniglaydi.

N = /[(x,y) differensial tenglama uchun = C munosabat
bajariladigan nugtalaming geometrik o’mi  berilgan  differensial
tenglamaning izox linasi deyiladi.

fx(x)dx +f2(y)dy =0
tenglamaga o’zgaruvchilari ajralgan tenglama deyiladi. Uni har ikkala
tomonini hadma-had integrallash orqgali yechiladi. Ya’ni,

| Aeodx +] f2)dy =c.

AQO) «f2(y)dx + f3(x) *A(y)dy = 0
ko’rinishidagi tenglamaga o’zgaruvchilari ajraladigan tenglama deyiladi.
Uni ikkala tomonini hadma-had A (y) </30) ifodaga bo’lish orqali
o0’zgaruvchilari ajralgan tenglamaga keltiriladi. Ya’ni,

RIS * oty dy = O YoKT I Fx + oy =0
Mavzu bo’yicha yechimlari bilan berilgan misollar:

L tenglama uchuny = ” funksiyalar oilasi umumiy yechim

ekanligi ko’rsatilsin va x0 = 2 bo’lganda y0 = 1 bo’ladigan boshlang’ich
shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.

Yechish: ¥ =% bo’lgani uchun ~ =—~ bo’ladi. Buni berilgan
tenglamaga qo’yamiz:
c
X2 X’ X2 x2'

Demak, y = ” berilgan tenglamaning umumiy yechimi ekan. Endi
x0=2 bo’lganda y0=1 bo’ladigan boshlang’ich shartni
ganoatlantiruvchi  xususiy yechimini topamiz. Bu giymatlami y = |

formulaga qo’yib ~= 1 yoki C = 2 ni topamiz. Demak izlangan xususiy
yechimy = —qunksiyadan iborat.
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2. y = Cx~ parabolalar oilasining diferensial tenglamasi topilsin
(1-chizraa)
Yechish: Oilani tenglamasini x bo’yicha differensiallaymiz:
dy
dx - 2Cx
Bunga oila tenglamasidan topilgan ¢c="~ givmatni go’yib. berilgan
oilaning
dy 2y
dx X

differensial tenglamasini hosil gilamiz. Bu differensial tenglama x ® 0
bo'iganda. ya’ni OY o’qgidagi nugtalarga ega bo’lmagan har ganday sohada
ma'noga ega.

3. xdx +ydy = 0 tenglama yechilsin

Yechish: Bu tenglama o’zgaruvcliilari ajralgan tenglamadir.Uni
yechish uchun har ikkala tomonini xadma-xadintegrallaymiz .
f xdx +/ydy —Cj. —+~ =ct, x2-y2=2ch 2c\=c2 deb olib
x*+y2= c2 tenglamani hosil gilamiz.

Bu markazikoordinatalar boshida va radiusi C bo’lgan konsentrik
ayianalar oilasining totalamasidir.

4.y Inydy - exdx —O0 tenglama yechilsin:

Yechish: Bu o’zgaruvchilari ajralgan tenglamadir. Uni yechish uchun
har ikkala tomonini hadma-had integrallaymiz.
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f YInydy - f exdx = f odx, fylInydy - ex = c. Bu tenglamani chap
tomonidagi birinchi integralni bo’laklab integrallaymiz:
_ — dyn
[ =1Iny, du=
ly Inydy = =TIy -Ay217=T Iny~
dv = ydy, v ="~

~~Y2="¥2(2Iny - 1). Buni 0’miga qo’yamiz. Natijada
iy2(21lny —Il)-ex =c hosil bo’ladi. Bu berilgan differensial
tenglamaning umumiy integralidir.

5. ~ = — tenglama yechilsin.

Yechish: Bu o’zguvchilari ajraladigan tenglamadir. O’zgaruvchilami

ajratamiz va integrallaymiz:

dy .
=-- = - + = In-
o xS o 42 =-GE +ilcl nly|=n-

Bundan esay = - umumiy yechimni topamiz.

6. (1 +x)ydx + (1 —y)xdy = 0 tenglama yechilsin.

Yechish: Bu 0’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir.
O’zgruvchilarni ajratish uchun uni har ikkala tomonini hadma-had xy
ifodaga bo’lamiz.

1+x 1—y /1 A /1 \
— dx+— “dy =0, i*+1ljdx + (--1)«fy =0.

Buni har ikkala tomonini hadma-had integrallaymiz.

I~ +fd*+Jy “fdy =c In\x\+x +1In\y\-y =¢,
In\xy\ +x -y =c

Bu berilgan tenglamaning umumiy integralidir.

7. (1 +x2)dy +ydx =0 tenglamani  y(0) = 1  shartni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish: Bu tenglama o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir.
Bunda 1+ x2 @ 0 bo’lgani uchun y =£0 deb olish kifoya. Bu shartda
berilgan tenglamani y(1 + x2) ifodaga bo’lish orgali umumiy yechimni
quydagicha topamiz:

dy dx

y  1+x2 f?2“ =c'in\Wy\ ~ arctgx = c,
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In\y\ = arctgx + ¢, y ~ earctOx+c.

Endi  boshlang’ich  shartdan  foydalanib (x =0, y = 1) c
0’zgarmasni giymatini topamiz

1 = earctgO+C' gc_ N ¢ 0.

Demak, berilgan tenglamaning berilgan boshlang’ich shartni
ganoatlantiruvchi yechimi y = earctgx funksiyadan iborat.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar:
1 Quyidagi differensial tenglamalar yechilsin.
Dy'—2x=0; 2)y'+2x=0; 3)y'+2x=5
Javob: 1)y = x2+¢; 2)y =-x2+¢c; 3)y=-x2+5x+c
2. y' = x tenglamani ganoatlantiruvchi va (1;2) nugtadan o’tuvchi
egri chiziq tenglmasi topilsin.
r2+3

Javob: y =

3. Quyidagi tenglamalaming umumiy yechimlari topilsin.

NDx +y'=0; 2)4x3-y' =0; 3)2xdx = 3y2dy.

Javob: 1)y =c- *x2;2)y =xd4+¢c; 3)y = Yx2+¢.

4.y' = 3x2 tenglamani y (1) = 5 shartni ganoatlantiruvchi yechimi
topilsin.

Javob: y = x3+ 4.

5. Quyidagi tenglamalar yechilsin.

Dxdy = (y + Ddx; 2) (x + ydx = dy,

3) dy =ycos2xdx-,, 4) dy =ysinxdx;

5 y>. i 6)y' = x2y - x2;

7) xy'+y=0; 8 x+xy+y'(y+xy)=0

X+sinx+c

9
Javob: 1)y = cx - 1; 2)y = e0,5x+x+c; 3)y=¢e 2

4)y = ec~cosx; 5)y=cVSx+3; 6)y=1+ce~
l*
7y =cex; 8)x+y= fric(x + 1).
6.Quyidagi  tenglamalami  berilgan  boshlang’ich  shartlami
ganoatlantiruvchi xususiy yechimlari topilsin.
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1)x2dy =yzdx, y(0,1) =0,25; 2)g-g =0, y(4) =05
3) 3x3dy = 2y*dx, y(1) 4)/ = y{9) = e2;

5 1+Y2=y'V* ¥(™) =0;, 6)y' = (2y + I)ct5x, yg) =1i.
Javoblar: 1)y = X 2)y =V15n2+ 1, 3)y = \%Chl?',?<

4)y = eN-1; 5)y = E#2n/X; 6)y = Gn—1.

7. 1 +x2)y'+yVI+x2=xy tenglamaning y(0) = | shartni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

T . cVI+x2

Javob:y = bl 4

8. N(—1;1) nugtadan o’tuvchi va istalgan nugtasidagi urinmaning

burchak koeffitsienti urinish nugta ordinatasining kvadratiga teng bo’lgan
egri chiziq aniglasin.
Javob: xy = -1.

2.2. Birinchi tartibli bir jinsli tenglamalar va bir jinsli
tenglamaga keltiriladigan tenglamalar

Ta’rif: Agar Aning har ganday giymatida
[ (Ax, Xy) = Xnf(x,y)
ayniyat to’g’ri bo’lsa, /(x,y) funksiya x vay o’zgaruvchilarga nisbatan n
o’Ichovli bir jinsli funksiya deyiladi.
Masalan, /(x,y) = 7*3+ y3 funksiya bir o’lchovli bir jinsli
funksiyadir, chunki
[(AX, Ay) = 7 (AX)3+ (Xy3) = 7(x3+y3) = A7x3+y3= A/(x)y).

/(x,y) = — —funksiya nol o’Ichovli birjinsli funksiya, chunki
(AX)2+ (Ay)2 . A2(x2+y2) X2+vy2
= = A°-/ X)Y).
1A, AY) Ax - Ay X2 e Xy Xy (x.y)

Ta’rif: Agar birinchi tartibli
Y =fix,y)
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Icnglamada fix,y) funksiya x vay ga nisbatan nol o’lchovli bir jinsli
funksiya bo’lsa, u holda tenglama x vay o’zgaruvchilarga nisbatan bir
jinsli tenglama deyiladi.

Agar funksiyani bir jinsli bo’lishning sharti /(Ax, Ay) = /(x,y) da
A= ] deb olsak, /(x,y) = /(1,~) bo’ladi. Bu esa nol o’Ichovli bir jinsli
funksiya fagat argumentlar nisbatigagina bog’lig bo’lishini bildiradi. Bu
holda berilgan tenglama

y=17(")
ko’rinishga keladi. O’zgaruvchilami almashtiramiz:
U= v yoki 'y = ux
U holda
y' = u'x + n
Hosilaning bu ifodasini berilgan teglamaga qo’ysak, o’zgaruvchilari
ajraladigan
u'x +un=/(lu)

tenglama hosil bo’ladi. O’zgaruvchilarni ajratamiz va integrallaymiz:
du _dx r du rdx

X'S =4 Dwu)" u> u)-u o x' AT(u)-u — ) he
Oxirgi integralni hisoblagandan so’ng u o’miga ~ ni qo’ysak,
berilgan birjinsli tenglamaning umumiy integrali hosil bo’ladi.
Quyidagi
dy ax +by +c¢
dx axx + bxy +cr
ko’rinishdagi tenglamalar bir jinsli tenglamalarga Kkeltiriladi. Agar
c = Ci = 0 bo’lsa, berilgan tenglama bir jinsli bo’lishi ravshan. Aytaylik
cvacx (yoki ulardan biri) noldan fargli bo’lsin. O’zgaruvchilami
almashtiramiz:

X = Xr + h, y - yi+K
U holda
dy _dy!
dx dXi

X, ¥, ™ laming ifodalarini berilgan tenglamaga qo’ysak,
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oY axr + byx+ah + bk +c¢
dx1 aixi + brYr + ayh + byk + G/
hosil bo’ladi. Bu yerda h va K ni
(ah+bk+c=0
{ayh + byk + Gy = O
tengliklar o’rinli bo’ladigan qilib, ya’ni sistemaning yechimi kabi
tanlaymiz. Natijada, berilgan tenglama
dyl _ axx+ byy
dvy ayXy + byyy
birjinsli tenglamaga keladi.
Bu tenglamani yechib, so’ngrax =Xy +h, y -y | +k belgilashlami
e’tiborga olib, berilgan tenglamani yechimini hosil gilamiz.
Agar

& ty =0

bo’lsa, ya’ni aby = arb bo’lsa, yuqoridagi sistemaning yechimi yo’q.
Ammo bu holda?= 5= A ya’ni ax= Aa, by = Ab bo’ladi va bu holda
berilgan tenglamani

dy (ax + by) +c

dx A(ax + by) + G
ko’rinishga keltirish mumkin. Bu holda Z = ax + by almashtirish
yordamida berilgan tenglama o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga
keltiriladi.

Misollar:

d X
1 Y - 2)_/y 2 tenglama yechilsin.

Yechish: Bu tenglamani o’ng tomonida nol o’lchovli bir jinsli
funksiya turibdi. Demak, berilgan tenglama bir jinsli. O’zgaruvchilarni
almashtiramiz:

\Y% dy du

- = ul = )

X Y= 1x=u +xTx
Bulami berilgan tenglamaga qo’yamiz:

,du du u U X du  u-u+u3 X du u3
U+ X' =maXe— & 1oV X % ™ T X e Tz
Hosil bo’lgan tenglama o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir.
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O’zgaruvchilami ajratib,
(1 —u2)du dx /1 In dx

ud x \ui~u)du=Vv
ni hosil gilamiz. Uni integrallab

2{2— IN\u\ = In\x\ + In\c\ yoki --*y = In\uxc\
ni hosil gilamiz n ni o’miga - ni qo’ysak, dastlabki tenglamaning
umumiy integrali hosil bo’ladi:

272 =1n\cy\-
2. y' = tenglama yechilsin.

Yechish: y = ux almashtirish gilamiz.U holday' = u'x + u bo’ladi.
Bularni berilgan tenglamaga qo’yamiz: U holda
Uux +u = -—-- , ux +u=I1+u nx =1 —=-, du=—

X dx X"

Bu o’zgaruvchilari ajralgan tenglamadir. Uni yechamiz:
jdu=f—+cm=lInx| +c ¥ —Inx\ +c y = xIn\x\ +cx.

3. y'=" +sin” tenglamani y(l) = | shartni ganoatlantiruvchi
xususiy yechimi topilsin.

Yechish: ~=wn almashtirish gilamiz. Undan y =ux va
y' = u'x + u bo’lib, berilgan tenglama
u'x +u =wu+sinu, u'x =sinu, xdu =sinudx, -r—= —.

sinu X

ko’rinishga keladi.

Buni integrallab
In\tg” = In\x\ + In\c\ ni undan esa | = arctg\cx\ ni hosil gilamiz.
4 =| ekanligini e’tiborga olib y = 2xarctg{cx") ni topamiz. Endi
y () boshlang’ich shartni e’tiborga olib ~ = arctgc ni, undan esa

¢ = 1ni hosil gilamiz. Demak, izlanayotgan yechim y = 2xarctgx dan
iborat.

4. = §+}y 2 tenglama yechilsin.
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Yechish: Bu bir jinsli tenglamaga keltiriladigan tenglamadir. Uni bir
jinsliga keltirish uchun x = xx+h, y = yr + k almashtirish gilamiz. Bu
holda

dyl_x1+yl+h+k- 3
dxt —yi+h—k—1
tenglama hosil bo’ladi. Bu tenglamadan
(h+k-3=0
fc—k —1=10

sistemani hosil gilamiz. Uni yechib h = 2 vak = 1ni topamiz. Natijada
birjinsli

dyi = X1 +Y1
dX1
tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani — = u almashtirish yordamida
yechamiz:
_ dyi _ , du _ 1+u du  l+u*
Yi=uxt — U Xl = oy 14

Hosil bo’lgan tenglamadan o’zgaruvchilarni ajratamiz:

Bu tenglamani integrallab,
arctgu -MIn (1 +u2) = InlxJ + Zn[c|, arctgu = In\cxxVI +u2| ni

yoki cx”™1l +u2= earc'9xl
ni hosil gilamiz. Bundan x vay o’zgaruvchilarga o’tib

Cd(x —2)2+ (y —1)2 = earcto~-2 ni topamiz.

5.y' = 4*+2y+s tenglamayechilsin.

Yechish: Bu tenglamani x = xr+h, y = yx+ k almashtirish
yordamida yechib bo’lmaydi, chunki bu holda h va k ni aniglashda
foydalaniladigan tenglamalar sistemasi yechib bo’Imaydigan sistemadir.

Bu tenglamani 2x +y =z almashtirish yordamida o’zgaruvchilari

ajraladigan tenglamaga Kkeltirish mumkin. Bu holda y' —z' —2 va
berilgan tenglama
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ko’rinishga keladi. Buni yechib,

2 7
r-2+ — Zn|5z + 91=x +c
D Zb

ekanligini topamiz. Ammo, z =2x +y bo’lgani

tenglamani yechimi

2 7
-(2x +y) +— In\10x + 2y + 9| = x + C

yoki

5z +9
22+ 5

IOy - 5x + 7/n|10x + 5y + 9] = ¢x
dan iborat. Bu berilgan tenglamaning umumiy integralidir.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar:

1. Quyidagi tenglamalar yechilsin:

uchun dastlabki

1) (x2 + xy)dx + xydy = 0; 2)xy'sin- + X = ysin-;

) xy'+In~=x +yln™; 4)xyy'=y2+ 2x2;

S5)xy'-y =xtgj, y(1)=1]; 6y ' =4+"+Q 2,y(l) =2

7) (x2+y2dx - xydy =0; 8)xy' = 2(y - JIxy).

Javoblar: 1) In\x + y| + Xy =c; 2)cx = ecos¥

3) Inx=n —lj + ¢* 4)y2= 4x2Zncx;

5) y = xarcsinx;

7)y2 = x2Incx2;

2.Quyidagi  tenglamalar yechilsin
keltiriladigan):

D (2x+y+ hHdx + (x + 2y - Ddy

2) (x +y + 2)dx + (2x + 2y - dy

3) 2(x +y)dy + (3x + 3y - 1)dx,y(0) _ 2

(bir

g.
0.

4) (x- 2y +3)dy + 2x +y - dx = g.
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jinsli

6) arctf (0,5-) - 2Zn|x| =
4 X' 4
8) 16xy = (y + 4x - cx2)2.

tenglamalarga



3) (x—y +4)dy + (x +y —2)dx = 0.

Javoblar:
DXx2+y2+ Xy +x -y =Cr; 2)x +2y + 51n\x + y —3| = ¢;
3)3x + 2y —4+ 21n\x +y —1| = 0; 4)x2+ xy —y2—x +3y = ¢;
5) x24-2xy —y2—Ax +8y = ¢

3. y'= differensial tenglamaning M(1; 1) nugtadan

o’tuvchi integral egri chizig’i topilsin.
Javob: X2 —y 2+ 2xy —4x + 8y - 6 = 0.

2.3. To’la differensialli birinchi tartibli tenglamalar
Integrallovchi ko’paytuvchi

Ta’rif: Agar M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (1)
tenglamada * A (2) munosabat o’rinli bo’lsa, u holda tenglamani

to’la differensialli tenglama deyiladi. Bunda”~ va  funksiyalar biror

sohada uzluksiz funksiyalar.
Agar (1) tenglamaning chap tomoni to’la differensial bo’lsa, u holda
(2) shartning bajarilishini va aksincha, (2) shart bajarilsa, (1) tenglamaning
chap tomoni biror u(x,y) funksiyaning to’la differensiali bo’lishini ishot
gilish giyin emas. U holda (1) tenglamaning ko’rinishi
du(x,y) =0 (3)
bo’ladi va uning umumiy integrali U(x,y) = ¢ bo’ladi.
Agar (1) tenglamada
dM dN
dy ~ 4% (4)
bo’lsa, u holda (1) tenglama to’la diffemsialli tenglama bo’lmaydi. Bu
holda ba’zi bir shartlar bajarilganda shunday p(r,y) ni topish mumkinki,
uning uchun
\y(x,y)M(x,y)dx + pO,y)N(x,y)dy =du
bo’ladi. Bunda [i(x,y) funksiyani integrallovchi ko’paytuvchi deyiladi.
Quyidagi hollarda integrallovchi ko’pa}4uvchini topish oson bo’ladi:
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1)
2)

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar.

1. Zdx sz_ﬂdy = 0 tenglama yechilsin.

Yechish: Bu tenglama to’la differensialli tenglama bo’lish yoki
bo’Imasligini tekshiramiz. Bu yerda

2X y2- 3x2
B NS
deb olsak, u holda
dM  (2x 6x dN  (y2- 3x2\' BX
dy  \y3 . dx \ y4 )x y4'

Demak, y ® 0 shartda (2) shart bajariladi. Demak, berilgan
tenglamaning chap tomoni biror noma’lum u(x,y) funksiyaning to’la
differensiali bo’ladi. Bu funksiyani topamiz.

du 2x
dx y3
bo’lgani sababli

r 2x X2
V =] N dx + <P(y)="3 + <Py)-

Bunda cp(y) funksiya y nmg xozircha noma’lum funksiyasi. Buni y
bo’yicha differensiallab va

du y2- 3x2
dy y4
ekanini e’tiborga olib,
3x2
+PW)

bo’lishni topamiz. Bundan esa
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1 1 X2 1
<P'<Y)=-p. PY)=-- +0Q. u(x,y)=~3-- +CL
Shunday qilib berilgan tenglamaning urnumiy integrali

n2 1 _
Y3 ¥y~
2.(sinxy + xycosxy)dx +x2cosxydy = 0 tenglama yechilsin.
Yechish: Berilgan tenglama to’la differensialli tenglama bo’lish yoki
bo’Imasligini tekshiramiz. Bu yerda
M = sinxy + xycosxy va N = X 2C0Sxy.

= (sinxy + Xycosxy)'y = XCOSXY + XCOSXY - X 2ysinxy =
= 2XCOSXy —Xx2ysinxy; ~ = (X2c0sxy)'x = 2XCOSXY - X2ysinxy.
Demak, A tenglik o’rinli. Bu esa berilgan tenglamani to’la

differensialli ekanligini bildiradi. Shunday qilib,

du i du _
= — =sinXxy + XyCOSXy, = — = X7COosXy.

Shuning uchun U(x,y) =/ (sinxy + xycosxy)dx + ip(y) bo’lib,

~(y)vagtincha noma’lum funksiya. Bundan esa
U(x,y) = xsinxy + cp(y)

Bu funksiyaning ™ xususiy hosilasi x 2cosxy ga teng bo’lishi kerak.

Ya'ni,
x2cosxy + tp'(y) = x2cosxy,

bo’lib, undan ip'(y) = 0 kelib chigadi. Bundan esa ip(y) —c. Shunday
gilib U(x,y) = xsinxy + c va berilgan differensial tenglamaning urnumiy
integrali xsinxy = ¢ bo’ladi.

3. (y -fxy2)dx —xdy = 0tenglama yechilsin.

Yechish: M=y +xy2, N=-—=x\ oy = 1+ 2y,

dx

Bu esa berilgan tenglamani to’la differensialli emasligini bildiradi.
Bu tenglamani fagat y ga bog’liq integrallovchi ko’paytuvchisi bormi
degan masalani garaymiz. Bu magsadda

Demak, * &
dy
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dN__m_

ax- py
M
ni aniglaymiz.
dN agM
ax gy -1 -1-2xy _ -2(1+xy)_ 2
M y +Xxy2 y(1 +xy) y

Demak, integrallovchi ko’paytuvchi
|I1'L jr —2rfy = 2Znly| =
y y*

Berilgan tenglamani hadma-had \i =  ga ko’paytiramiz, Natijada

1

1
yL lup =1n-*; N=

tenglama hosil bo’ladi. Bu to’la differensialli tenglamadir. Uni yechib
X X2
X2+¢c
urnumiy yechimni hosil gilamiz.

Mustagqil yechish uchun topshiriglar.
I.Quyidagi to’liq differensialli differensial tenglamalar yechilsin.

1) x(2x2+y2) +y(x2+ 2y2)y' = 0;
2) (3x2+ 6xy2)dx + (6x2y + 4y3)dy = O

4) (3x2y + y3)dx + (x3+ 3xy2)dy = 0;

5) (3x2 —2x —y)dx + (2y —x + 3y 2)dy = 0;

6)(4-g)dx +~dy =0

7) 3x2eydx + (x3ey - I)dy = 0;

8) e~ydx + (1 - xe~y)dy = 0;

9) 2xcos2ydx + (2x - x2sin2y)dy =0;

10) (3x2+ 2y)dx + (2x —3)dy = 0.

Javoblar: 1) x4+ x2y2+y4=1c, 2)x3+ 3x2y2+yd=c;
3) X3y +x2-y2=cxy; 4)xy(x2+y2) =c;
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5) x3+y3—x2—xy+y2=¢; 6)4x2+y2=cx; 7)x3ey —y =¢;
8y +xe~y=c; 9)x2cosy +y =g 10) x3+ 2xy —3y =c¢.

2.Quyidagi differensial tenglamalaming integral lovchi
ko’paytuvchilari topilsin va tenglamalar yechilsin:

1) (x2- y)dx +xdy = 0;

2) 2xtgydx + {x2—2siny)dy = 0;

3) (e2x —y 2)dx + ydy = 0;

4) (1 + 3x2siny)dx —xctgydy = 0;

5)yadx + (xy - Ddy =0;

6) (x2-3y2)dx + 2xydy = 0;

7) (1 - x2y)dx + x2(y —x)dy = 0;

8) (x2+y)dx - xdy = 0;

9) (x + y2)dx —2xdy = 0;

10) (x + sinx +siny)dx + cosydy = 0;

Javoblar:

= X +7 =¢; 2) Ing = Incosy, x2siny + “cos2y =¢;
39 =e~2, y2=(c—2x)e2x; 4)g=—y -?7—+x3=¢;

smy' smy

5)ft=p xy—Iny =0; 6)n =-4 y2=cx3+Xx2;

= XY2~2x2y ~2 =cx; 8)g = X-1=g¢
9) g = xIn\x\ - y2=cx;
10) g = ex, 2exsiny + 2ex(x —1) + ex(sinx - cosx) = ¢.

2.4. Birinchi tartibli chizigli tenglamalar. Bernulli tcnglamasi

Ta’rif: Noma’lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chizigli
bo’lgan tenglamaga birinchi tartibli chizigli tenglama deyiladi.
Uquyidagichayoziladi:
Y +P(x)y =q(x) (1)
Bu yerda p(x) va q(x) uzluksiz funksiyalar yoki o’zgarmas sonlar.
Agar (1) tenglamada q(x) = 0 bo’lsa, u holda tenglama bir jinsli, aks
holda bir jinsli bo’Imagan chizigli tenglama deyiladi,



Birinchi tartibli chizigli tenglamani quyidagi usullar bilan yechish
mumkin:

1- usul. O’zgarmasni variasiyalash usuli.
Bunda dastlab y' +p(x)y = 0 (2) tenglamani yechamiz. Bu
tenglama (1) tenglamaga mos kelgan bir jinsli tenglama deyiladi.

y' =vy; ekanligini e’tiborga olsak y' +p(x)y = 0 tenglamadan
y +p(X)y =0, dy+p(x)ydx =0 tenglama kelib chigadi. Bu
o0’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Uni yechamiz:

y +p(x)dx =0, y = -p(x)dx, Jy = — p(x)dx + Inc,

Iny = — p{x)dx + Inc, In~ = - f p(x)dx, N = e~$pM dxi
y = ce~fp(x)dx (3). Bu (2) tenglamaning umumiy yechimidir. Bunda c
0’zgarmas miqdor.

Agar (3) yechimdagi o’zgarmas migdor ¢ ni x ning gandaydir
funksiyasi deb qaralsa, u (1) tenglamaning yechimi bo’lmasmikan deb
faraz gilamiz. Agar

y = c(x)e~fp)ax (4)

berilgan tenglamani yechimi bo’lsa, u holda y (1) tenglamani
ganoatlantirishi kerak. (4) dan y"' hosilani topamiz:

y' = (c(x)e~fpx)dx)' = c'(x)e~fpXx)dx —c(x)e~fpMdx . p(x).
y vay' lami (1) tenglamaga go’yamiz.

c'(x)e~SpMdx - c(x)e~?pMdx m(x) + c(x)e~-fp* dx mp(x) = q(x),
c'(x)e~fpX)dx = g(x).

Bundan c'(x) = g(x)e”pxdx, c¢(x) =Jq(x)e*p” dxdx + cr.

c(x) ning bu ifodasini (4) ga gqo’yamiz. U holda

y = c(x)e-fpMdx = e~SpM dx[f q(x)efpMdx dx + ct] (5)

Bu berilgan (1) tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.

2- usul. Umumiy yechimni 2 ta u(x) va v(x) noma’lum funksiyalar
ko’paytmasi sifatida gidiramiz. Ya’ni y = uv (6) deb olamiz. Agary
yechim bo’lsa, u holday berilgan tenglamani ganoatlantirishi kerak. y' ni
topamiz:

y'= (uv)' = u'v +uv'.
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y vay' laming ifodalarini (1) tenglamaga qo’yamiz:

u'v+uv'+puv =g, uv+u(v'+pv)=gq @)

Oxirgi tenglamada 2 ta noma’lum bo’lganligi uchun ulardan birini
ixtiyoriy ravishda, ya’ni v' +pv = 0 bo’ladigan qilib tanlaymiz. Bu bir
jinsli tenglama bo’lib, uning yechimi

v = e-fp(x)dx
dan iborat. Bu yerda biz ¢ 0’zgarmasni Iga teng deb oldik. Navbatda v
ning ifodasini (7) tenglamaga qo’yib n ni topamiz:
u'g-pW<to = q(x), u' = g(x)efpMdx, n = [/ g(x")eip(x"dxdx + cx]
n vav lami (6) ga qo’yib berilgan tenglamaning umumiy yechimi

y = uv = e~SpWdx[f q(x)efp dxdx + cx] (8)
ni hosil gilamiz.

Amalda, ko’pincha 0’zgarmas koeffitsientli chizigli

y'+tay=>b ©9)
tenglamalar ham uchrab turadi. Bu tenglamaning yechimini hamy = uv
ko’rinishda gidirish bilan yoki o’zgaruvchilarni ajratish usuli bilan yechish
mumkin: Bunda, dastlab y' =" ekanligidan foydalanib berilgan

tenglamani
g/+ ay = b yoki dy = (—ay + b)dx

ko’rinishda yozamiz. Bu o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Uni

yechamiz:
dy f dy r 1
TRy b =dx, 1Ty 7 b = ] dx, — In\—ay + b\ =x +¢
In\-ay + b\ = -(ax +q), (cl=ac), - ay+b=-e_(a*+U,
—ay = —b, y= —e~(ax+c] +- = —e~Q ee~ax +—=

= c2e~ax + ~ (buyerda c2 = — e~Ql).
Shunday qilib (9) tenglamaning umumiy yechimi
y =c2e~ax +" (10)
funksiyadan iborat bo’ladi.
y'+p(x)y =a(x)yn (11)
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kn'i iiiislulngi tenglamaga Bemulli tenglamasi deviladi. Bu yerda p(x) va
</(») liir L ning uzluksiz funksiyalari (yoki o’zgarmas miqdorlar) hamda
nt 0van @& 1 (aks holda chizigli tenglama bo’lib goladi).
Bu tenglamani yechish uchun dastlab uning har ikkala tomonini
luulma-had y n ga bo’linadi va
y n-y' +py 7l =g (12

lenglama hosil gilinadi. Bu tenglamani yechish uchun z = y~n+l
almashtirish gilamiz. U holda
' = (—n+ 1) ey-Rey
ga ega bo’lamiz. Bu giymatlami (12) ga qo’ysak, quyidagi ko’rinishdagi
chizigli tenglama hosil bo’ladi:
Z'+(-n +1pz = (-n + 1)q (13)

Buning umumiy integralini topib hamda z o’ringay n+1 ni qo’yib,

Bemulli tenglamasining umumiy integralini topamiz.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar
l.y' - -~y —(x + |)3tenglama yechilsin:
Yechish: y = uv deb olsak, u holda
y'=u'v +uv'
bo’ladi. y' ni ifodasini dastlabki tenglamaga qo’yamiz. U holda y
u'v +yv'--——-- —uv=(x+|2|3
* x+1 Y
yoki
u'v+ulvi— —v)=(x+1)3 (1)

ko’rinishga keladi. v ni aniglash uchun

tenglamani yechamiz. Bu o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadi

INWA = 2/njgr + 1], Inlv| = KX + 1|z, v=(x+1)2

-67-



v ning topilgan ifodasini (1) tenglamaga qo’ysak, u ni topish uchun
(x+ 1)2eu'"= (x+1)3 yoki u"'=x+1
tenglamani hosil gilamiz. Uni yechib
U= - +C

ni topamiz, Demak, berilgan tenglamaning umumiy yechimi
y=uvs= Notc]e(et 1)2=- ME—+c(x+1)2
ko’rinishda bo’ladi.
3
2.y' —-y =x tenglamayechilsin.
Yechish: Dastlab y' —3y — 0 tenglamani yechamiz:

3 d
’ . y 3 Oly=|o|x. r& .3l
y —xy =0 7 X Jy J

Iny = 3Inx + Inc, In(-:z Inx3, . X3, y = cx3.
y = c¢(x)x3 funksiya berilgan tenglamani yechimi bo’lishi uchun
c(x) ganday bo’lishi kerakligini aniglaymiz. Buning uchun y'ni topamiz.
y' = (c(x)x3)" = ¢"(x)x3 4 3c(x)x2.
y vay' laming ifodalarini berilgan tenglamaga qo’yamiz:

1
c'(x)x3+ 3c(x)x2—x c(x)x3 =x, c'(x)x3- X, c'{x) = —,
f dbix 1
CX) =Jx2+Cl =- - +ClI-

Demak, y = c(x)x3 berilgan tenglamani yechimi bo’lishi uchun
C(x) = ~ + Ci gateng bo’lishi kerak ekan. Demak, berilgan tenglamaning
yechimi

y =X3(— +cx) = -x2+cxx3

dan iborat.

3.y' +ytgx =cos2x (1) tenglama yechilsin.

Yechish: Buy' + py = g ko’rinishidagi chizigli tenglamadir. Bu
yerda p = tgx va q = cos. Shuning uchun tenglamani yechimini
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y “ ni' kn’rinishda gidiramiz. Bundan y' = u'v+uv'.y vay' lami
lImilnliii mi berilgan tenglamaga qo’yamiz. Natijada
ii'ill uv' + uvtgx = cos2x yoki u'v +u(v' +vtgx) = cosx  (2)
lenglnmnni  hosil gilamiz. n va v lardan birini ixtiyoriy tanlashimiz
mnmkin. Biz v ni v' +vtgx = 0 bo’ladigan qilib tanlaymiz. Uni
yrehamiz;
i1 1vtgx =0, ~ +vtgx =0, ~ =-tgxdx, = - ) tgxdx,
Inv = Incosx, VvV = COSX.

v ning bu ifodasini (2) ga qo’yamiz. Natijada

U' *COSX = COS2X

tenglama hosil bo’ladi. Uni yechib u ni topamiz:
u' *COSX = COS2X, u' = cosx, du = cosxdx, n = sinx + c.

uvav larni ifodalariniy = uv ga qo’yamiz.

y = uv = (SinX + C) *COSX = Sinx WMCOSX + C *COSX.

Javob: y = sinx mCOSX + C ¢ COSX.

4.y’ —y = x4 (1) tenglamani x = 1 bo’lganda y = 3 bo’ladigan
boshlang’ich shartni ganoatlantiradigan yechimi topilsin.

Yechish: y =uv (2) deb olsak y' = u'v +uv' bo’ladi. y va y'
larni ifodalarini berilgan tenglamaga qo’yamiz. Natijada

u'v +uv' —ruv =x4, u'v+un (v —"vj =x4 (3)
hosil bo’ladi.

unit/ — n = 0yoki™ = 2~ qilib tanlaymiz. Undan

r M dx
| —=2J)] —

Zn|izl = 2Znlx|, Zn|t;] = Zn|xj2, vV =X2
v ning bu ifodasini (3) ga qo’ysak u'x2 = x4yoki du = x2dx tenglama
hosil bo’ladi. Undan esan = -j + C ni topamiz. u va v laming ifodalarini
(2) ga qoyib y=uv = @+ cIJx2=y +cx2 umumiy yechimni
topamiz.

Endi x = 1 bo’lganda ¥ =\ bo’ladigan boshlang’ich shartdan
foydalanib C ni topamiz
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4—1+C c=1
373 %G C=1t

Demak, berilgan tenglamaning xususiy yechimi y = By x 2 bo’ladi.

5 y' +xy = x3y3tenglama yechilsin.
Yechish: Bu Bemulli tenglamasidir. Uni yechish uchun har ikkala
tomonini hadma-had y 3 ga bo’lamiz. Natijada

A +X-’;r3=x3, yy 3+xey 2=x3

tenglama hosil bo’ladi. Endi z = y~2 almashtirish gilamiz. U holda
z'= =2y 3-y' yoki y'=- —

bo’ladi. Bu giymatlami o’milariga qo’yamiz. U holda

ey-3+xz =x3, -z' +2xz =2x3, 7' —2xz = —2xX3.

Zy...
Hosil bo’lgan tenglama z ga nisbatan chizigli tenglamadir uni
yechamiz:
Z=uv, z' =u'v+uv', u'v+uv —2xuv = —2x3,

u'v+u(v' - 2xv) = —2x3, v' - 2xv =0, v' = 2xv, - 2XV,
y =2xdx, f-- =2fxdx, Injv|] =x2, v=e*2

n ni aniglash uchun u' eexZ = —2x3 tenglamani hosil gilamiz.
Undan un' = —LUk, du = —2e ex3dx, un=-2fe-* 2 x 3dx
tenglama hosil bo’ladi. Bo’laklab integrallash formulasini go’llab

U= x2e~x2+e~x2 +e, ni topamiz. Demak,berilgan tenglamani
umumiy yechimi z = uv = x2+ 1+ cex2 dan iborat.

Mustagil yechish uchun topshiriglar.
1 Quyidagi chizigli tenglamalar yechilsin.
) y'+7Z- x2(x ho); 2)y' = 2x - 2xy;

W T Doy ey T b
5 (1 +x2)y' —xy =2x; 6)y'x +2y =x3(x ® 0);
7y —ytrx = ctgx\ 8)y' +ycosA: = sin2x;
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Y2

10)y'cosx —ysinx = sin2x.

Javoblar: 1)y = —+ 2)y = 1+ ce-*2;
J)y =x(c-i); 4HY="0 + 1a+c(x+ 1)2;
5y =cVI+x2—2 B)Y =| +7;
|
Ny=1+ '%63* 8)y = 2(sinx —1) + ce-~sinx;
V2
c-en
9)y- 2, 100¥ = >asx
2. Quyidagi tenglamalar yechilsin
Dy'+2y+3=0; 2)y' +3y=1;
A 1 273a
Javoblar: 1)y = ce *— 2)y = e :
3. Quyidagi tenglamalami berilgan boshlang’ich  shartlami

ganoatlantiruvchi xususiy yechimlari topilsin.
1) ¥' ~ytgx 1 m 21, x = 0 bo’lganda y = 0;
2) xy'+y = x2(x ®0); x = 1bo’lganda y = 2;
3) y'- 2y + 3e2*=0; x = Obo’lganda y = 1;
4) xy' —y = x3; x = 1bo’lganda ¥ = ~
5) y' +ytgx = cos2x; x = ~bo’lganda ¥ = ~;
6) y'- "y =x2+4x+5 x=—bo’lganda ¥ =\-

x3+5

Javoblar: )y = f-f; 2)y ° ";3)y=e2(-3x + 1),
4)y = -x, 5)y = sinx mcosx;

6) y=(x+2)+ + (X + 2)Zn(x + 2).

4. Quyidagi tenglamalar yechilsin:

Ny '+ - =x2y4, 2)y'’x +y = -xy2;
)y ' —xy = —y3e * 4)y' + Xy = Xy3;
Javoblar: )y = 1 _

31n-
177X
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4)y?2 1

3) y 2 2x+c” 1+ce*2 *
8 3. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar
3.1. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar bo’yicha asosiy
tushunchalar va ikkinchi tartibli differensial tenglamalarni tartibini
pasaytirish usuli
Ma’lumki, noma’lum flinksiyay = f(x) ga nisbatan ikkinchi tartibli
diferrensial tenglama umumiy ko’rinishda

F(x.y.y'y") =0 @)
yoki ikkinchi tartibli hosilaga nisbatan yechilgan bo’lsa,
y"=f(x.y.y") @)

ko’rinishda yoziladi.

Ta’rif. Agar y = <p(x) funksiya biror oraligda ikki marta
differensiallanuvchi bo’lib, uni va hosilalarini (1) tenglamaga qo’yganda
ayniyat hosil bo’lsa, u holda bu funksiyani berilgan ikkinchi tartibli
tenglamaning yechimi yoki integrali deyiladi.

Masalan y = e3x funksiya y" = 2y'+ 3y tenglamani yechimi
bo’ladi. Hagigatdan ham bu funksiya uchuny' = 3e3x, y" = 93x bo’lib,
9e3x = 2¢3e3x+ 3+e3x, 9e3x = 9e3x.

Ta’rif. Ikkinchi tartibli differensial tenglamaniy = <p(x) yechimiga
go’yilgan

Y(x0) = o> ¥Y'(x0) =Yyo (3)
ko’rinishdagi shartlar boshlang’ich shartlar deb ataladi.

Boshlang’ich shartlar ko’pincha

Y\x=x0 =¥Y0. Y"\x=x0 =Yo 4)
ko’rinishda yoziladi.

Ta’rif, Ikkinchi tartibli (1) differensial tenglamaning (4)
boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish Koshi masalasi
deyiladi.

1-teorema (Koshi teoremasi). Agar (2) tenglamadagi f(x,y,y")
funksiya va uning y,y"' bo’yicha xususiy hosilalari (3) boshlang’ich
shartlar bilan aniglanadigan (x0,y0,y0) nugtaning biror ochiq atrofida
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H/liiK'ij/ lui’lsa, u holda Koshi masalasining yechimi mavjud va bu yechim
MiiMim ho'ladi.

Tu’rif. Ikkita C| va ¢ 2 o’zgarmas sonlarga bog’lig bo’lgan va
quyidagi 2 ta shartlami ganoatlantiruvchi y = <p(x, g, c2) funksiyaga
ikkinchi tartibli (2) tenglamaning ummumiv yechimi deb ataladi:

1) Bu funksiya q va c2o0’zgarmas sonlaming ixtiyoriy giymatlarida
(.7) tenglamaning yechimi bo’ladi;

2) Agar (3) boshlang’ich shartlar berilgan bo’lsa unda c\ va c2
o'/garmas sonlaming qiymatlarini shunday tanlash mumkinki, bu
giymatlarda y = <p(x,q,c2) funksiya bu boshlang’ich shartlami
ganoatlantiradi.

Ko’pincha (2) tenglamaning umumiy yechimini y = <p(x,q,c2)
ko’rinishda yozib bo’lmasdan <p(x,y,q,c2) = 0 ko’rinishda topiladi. Bu
holdagi tenglikni (2) tenglamaning umumiy integrali deyiladi.

Ta’rif.  Ikkinchi tartibli  tenglamaning  umumiy  yechimi
y = <p(x,q,c2) dan civa c2 laming ma’lum giymatlarida hosil gilingan
yechim xususiv yechim deyiladi.

Ikkinchi tartibli differensial tenglamalami yechishning ham umumiy
usuli mavjud emas. Lekin shunga garamasdan ayrim ikkinchi tartibli
tenglamalami yechish usullari mavjud. Ulardan biri tartibni pasaytirish
usulidir. Bunda ikkinchi tartibli differensial tenglamalami y' =p
almashtirish orgali p ga nisbatan birinchi tartibli tenglamaga keltiriladi. Bu
tenglamaning umumiy yechimi birinchi tartibli y' =p —p(x,q)
tenglamadan topiladi. Shunday qilib berilgan ikkinchi tartibli tenglamani
yechish ikkita birinchi tartibli tenglamani yechishga keltiriladi.
Tenglamani yechishning bu usuliga tartibni pasaytirish usuli deb ataladi.
Bunday tenglamalardan bazilarini ko’rib chigamiz.

1,y"=/(x) ko’rinishdagi tenglama. Bu tenglamada noma’lum
funksiya va uning birinchi tartibli hosilasi ishtirok etmaydi. Uni yechish
uchuny' = p(x) deb olamiz. Unday" = p' bo’ladi va berilgan tenglama
p' = /(x) ko’rinishga keladi. Uning umumiy yechimi P(x,c2) =
=/ f(x)dx + cx bo’lib, berilgan ikkinchi tartibli tenglamaning umumiy
yechimi
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y' = px,C) =>y = J P(x,cjdx = J [f(x)dx + cjdx

bo’ladi. Bundan berilgan ikkinchi tartibli differensial tenglamani yechish
uchun uning o0’ng tomonidagi funksiyani ketma-ket ikki marta integrallash
kerakligi kelib chigadi.

2.y" —f(x,y") ko’rinishdagi tenglama. Bu tenglamada noma’lum
funksiya gatnashmaydi. Uni yechish uchuny"' = pipe) aimashtirish gilamiz
va birinchi tartibli p* = f(x, p) tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani
integrallab, uning umumiy yechimi P(x,c1) ni topamiz. Natijada birinchi
tartibli eng sodday' = p(x,cl) tenglama hosil bo’ladi. Uni integrallash
natijasida esa berilgan ikkinchi tartibli tenglamaning umumiy yechimi

=J P(x,ct)dx + ¢2

ni topamiz.

3.y" = f(y,y") Kko’rinishdagi tenglama. Bu tenglamada erkli
o’zgaruvchi  x bevosita gatnashmaydi. Bu holda y' = p(y)
almashtirishdan  foydalanamiz. Unda murakkab funksiya hosilasi

formulasiga asosan y" =px=pyeyx =" p yoki p”* =f(y,p)

birinchi tartibli tenglamani hosil gilamiz. Buni integrallab p = p(y, q) ni
topamiz va uniy' =p ga qo’yiby' =p(y, cx) birinchi tartibli tenglamani
hosil gilamiz. Undan esa berilgan ikkinchi tartibli tenglamaning umumiy
integrali

(pix.y.c®) =0
ni topamiz.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar

1 y" =8x +e2x—6 tenglama yechilsin.

Yechish: Berilgan tenglama y" = /(x) ko’rinishdagi eng sodda
differensial tenglamadir. Uni yechish uchuny' = p aimashtirish gilamiz.
U holday" = p' bo’lib berilgan tenglama P' = 8x + e2x —6 ko’rinishga
keladi. Bu tenglama birinchi tartibli eng sodda tenglamadir. Undan

— =8x +e2x—6, dp = (8x + e2x —6)dx,
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p=1f(8x+e2x- 6)dx = Ax2+ "e2x- 6x + q kelib chigadi.
V' ~ p ekanligini e’tiborga olsaky' = Ax2 +"e2x - 6Xx + q, Yyoki
dy = (Ax2+"e2x —6x + ) dx tenglama hosil bo’ladi. Undan

Ax3 1
=— +-exx—3xr+qx +c2

umumiy yechimni hosil gilamiz.

2. y" = 3cosx tenglama yechilsin.

Yechish: Bu tenglama ham y" = /(x) ko’rinishdagi tenglamadir.
Uni ketma-ket ikki marta integrallash orgali ham yechish mumkin: Ya’ni,

y = /[/ 3cosxdx]dx = J[3sinx +q]dx = J 3sinxdx +f gdx =
=-3C0oSX + QX + c2

3.y" —2 tenglamani y |x0= 1vay'| x0=2 boshlang’ich shartlami
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish: Berilgan tenglamani x bo’yicha ketma-ket ikki marta
integrallab dastlab y' = 2x + g ni keyin y = x2+gx + ¢2 ni hosil
gilamiz. Berilgan boshlang’ich shartlami e’tiborga olsak,

fy'= 2x+ q, ( 2=2-0+q, (2 = q,
ly = x2+ oxx+c2’  (1=0+(-0+C2° T=3
ni ya’ni g = 2vac2= 1 ni hosil gilamiz. Bulami o’milariga qo’yib

y =x2+2x+ 1= (x+1)2 ni hosil gilamiz. Demak, y = (x -f1)2
berilgan tenglamaning berilgan boshlang’ich shartlarini ganoatlantiruvchi
yechimi bo’lar ekan.

4. y" =1+ x+x2%+x3 tenglamani y| x0=I va y'| xC=I
boshlang’ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish: Berilgan tenglamani ketma-ket ikki marta integrallaymiz:

D y'=/(1+x+x2+x3)dx = x+y +~ +“-+G;

/ y3 y.A \ y2 r3 y.4 y.5
2 )y = ffxi-—-%-——-1%-—-bgqgWx = — b1 1----hgx + c2
3) Boshlang’ich shartlami e’tiborga olsak, ci= 1 va ¢c2— 1 ni hosil

gilamiz. Demak, berilgan tenglamaning berilgan boshlang’ich shartlami
ganoatlantiradigan yechimi
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X2 X3 X4 Xs
Y=T +T +12+ 20+ <V + 1
dan iborat.

5 (1 —x2)y" —xy' = 2 tenglama yechilsin.

Yechish: Bu tenglamay" = f(x,y") ko’rinishdagi tenglamadir. Uni
yechish uchun y' = p(x) deb olamiz. U holda y" = p'(x) bo’ladi va
berilgan tenglama

(1-x2)p'- xp =2
ko’rinishga keladi. Bu tenglama p va p' ga nisbatan chizigli tenglamadir.
Tenglamani har ikkala gismini hadma-had 1 —x2ga bo’lamiz va

tenglamaga ega bo’lamiz. Uni yechish uchun p= uv almashtirish gilamiz.
U holda p' = u'v + uv' bo’ladi. Bulami oxirgi tenglamaga go’yamiz.
Undan

, _ . X N _ 2
uv +u v - EJI_U ————T uv +uv—l_—xévg—:;
tenglama hosn bo’ladi. v niv' - = 0 bo’ladigan qilib tanlaymiz va
uni topamiz.
X dv xdx fdv f xdx
ViorrmxgVE B g o J I 1-x2'
Inv = ——Zln(/l - x22|, Inv = In‘J/ S50 VERSS

v ni topilgan giymatini o’miga qo’yib n ni topamiz.

. 2 U=’ du - 2%y =Tarcsinx + cx
v x2z Y T v Mix2z 17
Demak,
p =uv =VT’\ :(2arcsinx + Cj)
Ammo p—y = dy ekanligini e’tiborga olsak,
dy - 2_ar |nx+c_1
i JH(Z(Iarcsmx + cr)1 dy = = £Z= dx\
f arcsinx f dx . .
y = ZJ Vi ...édx + X ] _\'/'I' ...... - + €2 = arcsin2x + c-yarcsinx + c2
—X —X

Javob: y = arcsin2x + cMarcsinx + c2.
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6. y'y= tenglamani  y(e) = —2, y'(e) = 1 boshlang’ich
- liartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish: Bu tenglamada ham noma’lum funksiyani o’zi bevosita

(J;itnashmayapti. Uni yechish uchun dastlaby' = p almashtirish gilamiz. U
holday" = p' bo’lib, berilgan tenglamap' = ko’rinishga keladi. Uni

yechib dastlab pni so’ngray' = p dany ni aniglaymiz.
dp_ dx fdp f dp

j----: 3 Inp =In I'X + Incv

Coa P S D

[?rlp| - In\exInx\, p =cxInx, y' =p - crlnx, " = cxlnx,

dy =1 ctlnxdx +¢c2 = cxJ Inxdx +c2 = cxx(Inx —1) 4-c2

Bu yerdaJ Inxdx = x(Inx —1).
Berilgan boshlang’ich shartlami e’tiborga olib cx va c2 lami topamiz:
fy = exx(Inx —1) +¢2, (cxe(lne - 1) +c2=-2, (c2= -2,
[ y' = cxlnx, " ( cxlne = 1, "1 Ci= 1
Shunday qilib, berilgan tenglamani berilgan boshlang’ich shartlami
ganoatlantiruvchi yechimi y = x(Inx —1) —2 dan iborat.
7. y" +y'2= 2e~y tenglama yechilsin.
Yechish: Bu tenglamada erkli o’zgaruvchi x gatnashmayapti.
Demak, berilgan tenglama yy" —f(y,y"') ko’rinishdagi tenglama ekan.

Uni yechish uchuny' = p deb olsak, u holday" = p «* bo’lib, berilgan

tenglama p .W+ p2 = 2e~y ko’rinishga keladi. Bu Bemulli tenglamasidir.

Uni yechish uchun p2 = z almashtirish gilamiz. Natijadaz' + 2z = 4e~y
tenglama hosil bo’ladi. Bu tenglama z ga nisbatan chizigli tenglamadir.
Uni yechish usuli bizga ma’lum. Uni yechib

z=4e y+cxe 2
ni hosil gilamiz. z = p2ekanligini e’tiborga olsak,

'— = xjde~y +cxe~
Y’ ~ux jde~y +cxe~2y

lenglamaga kelamiz. Bu o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Uni
0’zgaruvchilarini ajratib
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X+ c2= 4ey + Ci ni va undan esa ey +cl = (x +¢c2)2 ni
hosil gilamiz. Buyerdac[ =" «

8. 2yy" = 1+ y'2tenglama yechilsin.

Yechish: y' = p deb olamiz. U holday" = p »— bo’ladi. y* vay"
laming ifodalarini berilgan tenglamaga qo’yamiz:
dp 1+P2

2
Bu o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. UnFi) 0’zgaruvchilarini
ajratamiz va integrallaymiz.
2pdp. _ dy f 2pdp  fdy
T+p7 Ty FTp2 a7y
In(1+p2) =Incty, 1+p2=cxy, p2=cxy- 1, p=Vciy- 1

d
2yp 2= 1+p\

tn(l + p2) = Iy + Incx,

y'=p =" bo’lgani uchun » ="cxy —1, dy = -Jc y—T dx.
Bu o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Uni yechamiz:
-J= =dx, |m =fdx +c2, —Jcxy - 1=x+ c2

a(cxy —1) = (x + ¢2) 2. Bu berilgan tenglamaning umumiy integralidir.
Mustagqil yechish uchun topshiriglar

l.y" = f{x) ko’rinishdagi tenglamalar.
1. Quyidagi tenglamalar yechilsin:

Dy" =4x; 2)y" =sin2x; 3)y" = cosx;
4Hy" =x3; 5H)s"=t+1; 6)y" = 18x + 2

Javoblar: 1)y = -2x3+ cxx +¢2; 2)y = —lsin2x + CXX + ¢2;
3)y = -COSX + CXX + C2; 4)y = x5+ cxx +¢2;

5)S=if3+"t2+ cxt + c2; 6) y = 3x3+ x2+ crx + c2.

2.Quyidagi  tenglamalarni  berilgan  boshlang’ich  shartlami
ganoatlantiruvchi yechimlari topilsin.
Ny" =o, y\x=0 = 0 va y'|x=1 = 1;
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Hnt=t+ 1, 5|t=0 = 2 W s'|t:l:—6

\Wy"=x2, Yix=3 = 12~ va y'\x=1 = 2%;

4) y"=1“~n yIx-i = “1 vay'|xs1=1.
Javoblar: 1)y = 2x2—x; 2)S = 5 13+ 5 12 —?t + 2

Y= +2x; 4)y =~x2+In\x\-x-".
Il. y" =/(x,y") ko’rinishdagi tenglamalar.
1 Quyidagi tenglamalar yechilsin:
1) x3y" +x2y' = 1; 2) y" +y'tgx =sinlx;

3) y"xInx =y 4) xy" - y' = e*x2,
5) y" +2xy'2=0;  6) (1 +x2y" + 2xy" = x3
Javoblar:

Ny ="+ cllnx + c2; 2)y = CiSinx - x —"sin2x + c2;

3)y = crx(1nx - 1) + c2, 4)y = e*(x —1) + cyx2 + c2;

1 X X3 X
5)¥= ~]=arctg—=.+¢2; 6)y =— - - +ctarctgx +c2
Vi yCx

2.Quyidagi  tenglamalarni  berilgan  boshlang’ich  shartlami
ganoatlantiruvchi yechimlari topilsin.

1)y 2y" =7 +7" y(I)=Ff val/(l)=f;

2) Y'= 144 t, y(0)= lvay'(l) =
oA 1 2 i

Javoblar: 1)y = 2)y =-x2--arcsinx + 1L

. y" = f(y,y") ko’rinishidagi tenglamalar.

1 Quyidagi tenglamalar yechilsin:

D1+y2=yys  2)y@y+3)- 2y2=0 3y =~
vy

4yy"-y'2z=y2ny) 5)y'2+yy" =yy; 6)yy"-y2=0
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7)2yy" - 1+y'2; 8) 2yy" - 3y'2=4y2.
Javoblar: 1)y = qc/i*"; 2)0,51n2y +3) = q* + C~

3)x =Jy- 0,5q1n2Yy+q) +c2; 4) Iny = ge* + c2e~*;
5)y =clex+c2;, 6)y =c2ecx; 7)y=—[I+
8) ycos2(x + q) = c2

2.Quyidagi  tenglamalarni  berilgan  boshlang’ich  shartlami
ganoatlantiruvchi yechimlari topilsin.
Dy" =y'eY, y(0)=0vay'(0) =1
2)3y'y" =2y, y(0) = 1vay'(0) = L,
3)y" = 2yy, y(0) = 1vay'(0) = L.

Javoblar: 1)y = —n\l —x\; 2)y=\1;|+ -3)/ © 3y =

3.2. Ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli tenglamalar

Ta’rif: Agar ikkinchi tartibli differensial tenglamada noma’lum
funksiyay va uningy', y" hosilalari birinchi darajada gatnashsa, u holda
tenglamani ikkinchi tartibli chizigli diffemsial tenglama deyiladi.

Ikkinchi tartibli chizigli tenglama umumiy holda

aly"+ aly'+ a2y =f(x) (D
ko’rinishda yoziladi. Unda a0 ® 0, at, a2 berilgan funksiyalar yoki
0’zgarmas sonlar bo’lib, ular chizigli tenglamaning koeffitsientlari deb
ataladi. f(x) funksiya chizigli tenglamaning 0’ng tomoni deb ataladi.

Masalan, y" + xy' + exy = Inx chizigli tenglama, ammo

y" +Iny' +xy =x3
chizigli tenglama emas, chunkiy, y', y" birinchi darajada gatnashsada, y'
hosila logarifmik funksiya argumenti sifatida gatnashmoqda.

Ta’rif: Agar (1) chizigli differensial tenglamaning o’ng tomoni
f(x) = 0bo’lsa, u holda uni bir jinsli tenglama aks holda bir iinslimas
tenglama deyiladi.
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Masalan y" + x2y' +xy = cosx -bir jinslimas, 2xy" +y' + xy = 0 bir
jinsli chizigli tenglamadir.

Ta’rif. Agar (1) chizigli tenglamaning hamma koeffitsientlari
o'zgarmas sonlardan iborat bo’lsa, u holda uni o’zgarmas koeffitsientli
chizigli differensial tenglama deyiladi, aks holda o0’zgaruvchan
koeffitsentli chizigli differensial tenglama deyiladi.

1- teorema. Agar yivay?2 ikkinchi tartibli birjinsli chizigli

y" +axy' +azy =0 (2)
tenglamaning ikkita xususiy yechimi bo’lsa, u holda yx +y2 ham bu
tenglamaning yechimi bo’ladi.

2- teorema. Agar y (2) tenglamaning yechimi bo’lib, C ixtiyoriy
0’zgarmas miqgdor bo’lsa, u holda Cyx ham (2) tenglamaning yechimi
bo’ladi.

Ta’rif. Agar [a,b] kesmada (2) tenglama ikkita yechimi yx vay2
laming nisbati 0’zgarmas migdorda teng bo’Imasa, ya’ni

¥2

bo’lsa, u holda yx va y2 yechimlar [a,b] kesmada chizigli bog’lig
bo’lmagan yechimlar deyiladi. Aks holda yechimlar chizigli bog’lig
yechimlar deyiladi.

Masalan, ex, e~x, 3ex, 5e~x funksiyalary" —y = 0 tenglamaning
yechimlari ekanligi ravshan. Bunda ex va e~x funksiyalar har ganday
kesmada chizigli bog’ligmas, chunki - e2x nisbatx ni o’zgarishi bilan
0°zga rib boradi. ex va 3g2x funksiyalar esa chizigli bog’lig chunki

ex _ i _
3ex~3~C
Ta’rif. Agar yx\a y2 lar x ning funksiyasi bo’lsa, u holda
w (yi>y2) = \y[y2\ ~ Y1¥2 ~ Y2yl
determinant Vronskiy determinant! yoki berilgan funksiyalaming
vronskiani deyiladi.
3- teorema. Agaryxvay?2 funksiyalar [a,b] kesmada chizigli bog’lig

bo’lsa, u holda bu kesmada Vronskiy determinanti aynan nolga teng
bo’ladi.
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4- teorema. Agar bir jinsli chizigli (2) tenglamaning yx va y2
yechimlari uchun tuzilgan W (yx,y2) Vronskiy determinant! tenglama ning
koeffitsientlari uzluksiz bo’lgan [a, b) kesmadagi biror x = x0 giymatda
nolga teng bo’lmasa, u holda bu kesmadagi x ning xech bir giymatida
nolga teng bo’Imaydi. Quyidagi ko’rinishdagi

W = ce fk*oatdx
formulaga Liuvill formulasi deyiladi.
5- teorema. Agar (2) tenglamaning yx va y2 yechimalari [a, b]

kesmada chizigli erkli bo’lsa, bu yechimlardan tuzilgan W Vronskiy
determinanti ko’rsatilgan kesmaning xech bir nugtasida nolga aylanmaydi.

6- teorema. Agar yxvay?2 lar (2) tenglamning ikkita chizigli erkli
yechimlari bo’lsa, u holda,

Yy = CxyX+ c2y2

(2) tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.

Masalan, y" + —ly ! —y = 0 tenglamaning ax :-l va aJZ = —
koeffitsientilari x = 0 nuqtani 0’z ichiga olmagan har ganday kesmada
uzluksiz va tenglama yx = x, y2 ~~x xususiy yechimlarga ega bo’lgani

uchun uning umumiy yechimi
1
Yy = CXX + C2e-

ko’rinishda bo’ladi.

7-teorema. Agar ikkinchi tartibli birjinsli chizigli tenglamaning bitta
xususiy yechimi ma’lum bo’lsa, u holda umumiy yechimni topish
funksiyalami integrallashga keltiriladi.

Bunda y 2 hususiy yechim

~g-frdx
Yo =vif - dx (3)
va dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

p~juiiu
y = Oxyx+ C2yxf‘—y_— ax (4
1
ko’rinishda bo’ladi.
Aytaylik, 0’zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli
y" +axy' +azy =0 (@)
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idif-’laina berilgan bo’lsin. Uni umumiy yechimini topish uchun uning
ikkila chizigli erkli xususiy yechimlarini topish kerakligini yugorida
takidlab o’tdik.

Xususiy yechimlarini

y = ekx (k —ozgarmas son)
ko’rinishda izlaymiz. Bu holda
y' = kekx, y" = k2ekx.
Hosilalaming bu ifodalarini berilgan tenglamaga qo’ysak, y
ekx(k2+ ark +a2) = 0
ko’rinishni oladi. Ammo ekx @® Obo’lgani uchun
K2+axk +a2=20 3)

Demak, k (3) tenglamani ganoatlantirsa, y holda ekx (2)
tenglamaning ham yechimi bo’ladi. (3) tenglama (2) tenglamaning
harakteristik tenglamasi deyiladi.

Harakteristik tenglamaning ildizlari

<. Bl a2 Vva k2= al
- N 4] -2-J 4
bo’lib, ular quyidagicha bo’lishi mumkin:
I.  k,vak2- haqigiy va bir-biriga teng bo’Imagan sonlar.
Il.  k,va/c2- haqigiy va bir-biriga teng sonlar.
Il. K] va k2- kompleks sonlar.
Bu hollarni ayrim-ayrim garab chigamiz:
1 Harakteristik tenglamaning ildizlari hagiqiy va har-xil bo’lgan hoi.
Bu holda

Y1=eklX; y2=ekX
funksiyalar xususiy yechimlar bo’ladi. Bu yechimiar uchun

y2 ekrX
~ =éklx =e k kl)x * ¢ (c- ozgarmas son),

bo’lganligidan ular chizigli erkli bo’ladi.
Demak, umumiy yechim
y = ge*!* + c2ekX
ko’rinishda bo’ladi.
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Il. Harakteristik tenglamaning ildizlari haqiqiy va o’zaro teng
bo’lgan hoi (kx = k2). Bu holda
¥ = ekx; y2=xekx (kt = k2=Kk)
funksiyalar xususiy yechimlar bo’ladi. Bu yechimlar uchun
V) x akx
il jkx
bo’lganligidan ular chizigli erkli bo’ladi. Shuning uchun
y = cxekx + c2xekx = efc*(Ci + ¢2x)
urnumiy yechim bo’ladi.
1. Harakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar, ya’ni
kt =a +/?t va k2 =a —pi bo’lgan hoi. Bu holda

=x Ac(c- ozgarmasson)

¥x = eaxcosPx va y2 = eaxsinpx funksiyalar Xususiy
yechimlar bo’ladi. Bu yechimlar uchun
Y5 <sinPx

—t st ¢ (c —noldan farqgli ozgarmas son
Vr eaxcosPx gpx ( qtt 029 )

bo’lganligidan ular chizigli erkli bo’ladi. Demak, urnumiy yechim
y = cxeaxcosPx + c2eaxsinpx = eax(cxcosPx + c2sinpx)
ko’rinishda bo’ladi.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar:

1-¥Y1=tgx naY: = ctgx funksiyalar (0;|) oraligda chizigli erkli

bo’la oladimi?
Yechish: Agar y, va y2 funksiyalar chizigli erkli bo’lsa, u holda ular

uchun —Ac (c-noldan fargli o’zgarmas son) shart bajarilishi kerak.

N
Demak,
y2 ctgx_ _
v tax ctgx ectgx = ctgA& @ C.
Bu esa berilgan funksiyalami (0; ~) oraliqda chizigli erkli ekanligini
bildiradi.
2. yx =sin2x va y2 = sinx ¢cosx funksiyalar (—eo; +00) oraliqda

chizigli erkli bo’la oladimi?
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. M Y1 _sinx-cosx _ sinx-cosx _ 1_
Yechisf: vyl = Tsin2x T 2sinx-cosx | 2 c
Bu esa berilgan y1 vay2 funksiyalami chizigli bog’lik funksiyalar

ckanligini bildiradi.

3. yx —eklX, y2 —exrX, y3 = e3X funksiyalar uchun Vronskiy
determinanti aniglansin.
Yechish:
yi I ¥ ekX e ekx

AYX,y2,Y3) Y Y2 Y3 T KXeK'X  K2eKX  K3ekX
yr* o yrt ys" k2eklX k\ekX Kk3e3x
=e N H3+K3>*(fc2 ~ h )(fc3 - kx){k3- k2).
4.yx =sinx, y2=sin(x + y3=sin (x — funksiyalar
uchun Vronskiy determinanti topilsin.

Yechish:
N Y2 ¥

W(yx. Yr-y3) Y YX Y3
Y2 ys"
sinx sin (5(4_ |) sin(x - -)

COSX cos (* + i) cos(x- 1) =0.

—sinx —sin( -sinQc - 1)

Chunki, determinantning  birinchi va  uchinchi satrlari
proporsionaldir.

5.y" +y' —2y = 0 tenglama yechilsin.

Yechish: Dastlabki, berilgan tenglamaning harakteristik tenglamasini
tuzamiz. U/c2+ /r-2 = 0 ko’rinishda bo’lib, uning ildizlari Ar = 1 va
k2 = -2 bo’ladi. Demak, urnumiy yechim

Yx = cxekIX + c2ek2X = + c2e~2x
dan iborat.

6.y" +4y' + 4y = 0 tenglama yechilsin.

Yechish: Harakteristik tenglamani yozamiz: k2+ 4k + 4 = 0.
Uning ildizlari kr = k2 = —2 bo’ladi. Demak, urnumiy yechim

y = (cr + c2x)ekx = (cx+ c2x)e~2x
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ko’rinishda bo’ladi.

7. y" +2y'+5y =0 tenglamaning y(0) =0 va y'(0)=1

boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish: Harakteristik tenglama k2 + 2k + 5= 0 Kko’rinishda
bo’lib, uning ildizlari /g = —1 + 21 va kx = -1 - 2i bo’ladi. Bu yerda
a ——1va/? = 2 bo’lgani uchun, umumiy yechim

y = eax(cxcosfix + c2sinfix) = e~x(clcos2x + c2sin2x)
ko’rinishda bo’ladi. Berilgan boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimni topish uchun q va c2 giymatlami aniglaymiz. Birinchi shartga
asosan:

0=-¢e_0(gcos2+0+ c2sinl «0) bo’lib, undan q = 0 kelib chigadi.

y' = —e~x(clcos2x + ¢2sin2x) + e~*(-2gsin2;e+ 2c2c0s2x) =

= e-X(-2gsm 2x + 2c2C0S2X - CXCOS2X - €25in2x) ekanligini
e’tiborga olsak, 1 = e°(-2qs£n0 + 2c2cos0 - gcosO - ¢2sin0) yoki

1
2cz—q —1, c2 ——
Demak, izlanayotgan xususiy yechim
1
= - e Xsin2x
bo’ladi.
8. (1 —x2y" —2xy' + 2y =0 tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.
Yechish: Bevosita tekshirish yo’li bilan yx = x bu tenglamaning

xususiy yechimi ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin. Ikkinchi y2
xususiy yechimni shunday topamizki, y, yx bilan chizigli erkli bo’lsin.

. . —2X G . .
Bizning misolda ax = —=—ekanligini e’tiborga olamiz vay x xususiy

yechim ma’lum bo’lganda y2 xususiy yechimni topish formulasidan
foydalanib quyidagini hosil gilamiz:

r2xdx .
X

X211-X 21

e Inli x2I

Y=yifl mix = x f - mx =xJ--- Zax =x
y!

=*d + ? + Hix) + 3+xp ) ; +HeéLW-
Demak, umumiy yechim
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1 1n+X
Y=CQYl+cy2=cxx +c2(-xIn — - +1)

ko’rinishda bo’ladi.
9.y”"+2y +y=0 tenglamaning xususiy yechimi Y\—2RX
ckanligi ma’lum. Uning umumiy yechimi topilsin.
Yechish: Dastlab y 2 xususiy yechimni topamiz:
Y2 =yl—Jce—J— dx= sinx J¢ X9 gx = %X ﬁxzi = ——?*;;)—(——ctgx =
Demak, umumiy yechim quyidagicha bo’ladi.

sinx COSX

Y=cY\N+COY2=Ci- - C2e .

Mustagil yechish uchun topshiriglar

I.Quyida berilgan funksiyalar o’zlarining aniglanish sohasida
chizigli erkli bo’la oladimi?

NYx = 4, S

2)Y1=1 vy2=2 VY3 =X Yy4=Xx2

3)yi = y2 = 2X, y3 = X2e*;

4) yx = ex. y2= Xex, y3 = x2e%

5) y-i = sinx, y2 = cosx, y3= cos2x;

6) Y1 = logax, y2=l0gax2x > 0).

Javoblar: 1) xa; 2)yo'q; 3)yo'gq-, 4) xa; 5)xa; 6)yo'q.

2. Quyida berilgan funksiyalar uchun Vronskiy determinant topilsin.
Dyi=1 y2=%*  2)yx=Xx, y2=\.
I Yl=1 Y2=2 ¥Y3=X2 4)yx-ex, y2= 2ex, y3=e~x;
5)yx—1,y2—cosx, y3=cos2x\ 6)yx=sinx, y2=sin (x +0.

Javoblar:1) 1; 2 3 ) 0 ; 4)0; 5)—8sin3x; 6) —
3. Quyidagi berilgan harakteristik tenglamalarga ko’ra chizigli bir

jinsli tenglama yozilsin.
1) 9k2- 6k + 1=10; 2)/c2+3k+2=0; 3)k2- 5k +6=0;
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4)2k2-3 k-5 =0; 5)kK2- 4k =0; 6) K2+ 9k = 0.

Javoblanl) 9y" —6y' +y —0; 2)y" 43y'+ 2y = 0;

3)y" - dy'+ 6y =0; 4)2y"- 3y'-5y=0

5y"-4y'=0; 6)y" +9y' = 0.

4. Quyidagi tenglamalar yechilsin (harakteristik tenglamaning
ildizlari haqigiy va har xil).

y"~yY —0; 2)3y"- 2/ -8y =0; 3)y"- 2y'- 2y = (;

4)y" —9y =0; 5)y"-7y" '+ 6y =0;6)y"-y'- 2y =0;

Javoblar: 1)y = clex + c2e~x; 2)y = qe x4 cZe_43x;

)y = ge(1~")* 4 c2e(1+*; 4)y = qe3x + c2e~3x;

5y = qebx + c2ex; 6)y = qe2x+ c2e“x;

5.Quyidagi tenglamalar yechilsin (harakteristik tenglamaning
ildizlari haqgiqiy va o’zaro teng).

Dy"-2y'+y =0; 2)y" —4y'+4y = 0;

3)y" - 6y' 49y =0;4)y" +2y' +y =0

5)9y" - 6y'4y =0; 6)y" - 10y'4 25y = 0.

Javoblar:1) y = (q 4-c2x)ex; 2)y = (q 4 c2x)e2,

3)y = (q 4cmx)ei>x; 4y = (q 4 c2K)e~X;

5y = (q 4-c2a)e3x; 6)y = (q + c2n:)edx.

6.Quyidagi tenglamalar yechilsin (harakteristik tenglamaning
ildizlari 0’zaro gqo’shma kompleks sonlar). ;

1) y"-4y"'+ 13y =0; 2)y" 425y = 0;

3)y" +9y =0;4)y" +y' +y =0

5y" +2y'44y =0; 6)y" 4 17y = 0,

Javoblar:
1) y=e2(qos3x 4-c2sin3x); 2)y = qcos5x 4 c2sin5x;
3)y = qcos3x 4 c2sin3x; 4y = (gcos + c2sin”™-x\;

5y = e_x(qg cosnf3x + ¢2sinV3x)-, 6) y = c”osyfvIx 4 c2siny/17* .
7.Quyidagi tenglamalarni  berilgan  boshlang’ich  shartlami
ganoatlantiruvchi yechimlari topilsin.
1)y”-3y'+2y =0, y(0)=2 y'(0)=-3;
2)y" - 6y'+8y =0, y(0é8= 1L y(0)=0;



3)y" +9y'+20y=0,y(0)=0, y'(0) =-1
4)y" - 2y'+y =0, y(0)=2 y'(0) =4
S5)y" +4y'+4y =0, y(2)=4, y'(2) =0
B)y" - 2y'+2y=0, y(*)=-2,y'(a) =-3;

7) y'+y'+ty =0, y(0)=2 y'(0)=i
Javoblar: 1)y = lex —5e2*; 2) y = 2e2* —e4Xx;
3)y = —e-4*+ e~5x; 4)y = 2e*(1 + x); 5)y = 4ed 2x2x —3);

6)y = e*_F(2cosx + sinx); 7)y = e~x (icos"—x + V3sin”-x".

8. Xususiy yechimi yr —ctgx bo’lgan y"sin2x = 2y tenglamaning
umumiy yechimi topilsin.

9. y" ~\y' = 0 tenglamaning yr = x xususiy yechimi
ma’lum bo’lsa, uning umumiy yechimi topilsin.

3.3 IkKinchi tartibli chizigli o’zgarmas koeffitsientli bir jinslimas
differensial tenglamalar
y" +py' +ay =f{x) (fix) * 0) (D
tenglamani ikkinchi tartibli chizigli o’zgarmas koeffitsientli bir jinslimas
tenglama deb ataladi.
y"+py' +qy=0 (2)

tenglamani bir jinslimas tenglamaga mos keluvchi bir jinsli tenglama
deyiladi.

1-teorema: Bir jinslimas (1) tenglamaning umumiy yechimi y bu
tenglamaning biror xususiy yechimi y* bilan unga mos keluvchi bir jinsli
(2) tenglamaning y umumiy yechimi yig’indisiga, ya’ni,

Y=Y+Y (3)
ga teng bo’ladi.

Bizga (2) bir jinsli tenglamaning umumiy yechimini topish usuli
ma’lum. Demak, masala (1) bir jinslimas tenglamaning biror xususiy
yechimi y* ni topishdan iborat. Buning uchun Lagranjning o’zgarmaslami
variatsiyalash usullaridan foydalanish mumkin.Bu usulda (1) tenglamaga
mos keluvchi (2) bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi y = Cxyr +
+C2Y¥r ma’lum deb hisoblanadi.Bu yechimdagi Cr va C2 o’zgarmas
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sonlami Cx(x) va C2(x) funksiyalar bilan almashtirib (1) tenglamaning y*
Xususiy yechimini
y* = CL(x)yl+ C2(x)y2 (4)
ko’rinishda izlaymiz. Bunda Cx(x) va C2(x) noma’lum funksiyalar bo’lib,
ulami topish uchun dastlab (4) tenglamadan y' vay" lami topamiz va (1)
tenglamaga qo’yamiz. Bunda biz Cx(x) va C2(x) funksiyalar
CiWyi+ C2(x)y2=10 (5)
shartni ganoatlantiradi deb olamiz. Bularga asosan biz
( Ci(x)yx+ C2(x)y2= 0,
[Cit)y{ + C2(x)y2 = f(x)
sistemaga ega bo’lamiz. Bu sistemani yechib Cx(x) va C2(x) noma’lum
funksiyalarni va ulami (4) ga qo’yib y* xususiy yechimni topamiz.
2-teorema: y" + py' + qy = /x(x) 4/2(x) (6)
tenglamaning y* xususiy yechimi
y7+py +qy = AX) (7) vay" +py +qy =/2(x)  (8)
tenglamalar xususiy yechimlari y x*va y 2* lar yig’indisidan iborat. Ya’ni,
Y= Y+ Y2* 9
Masalan, y" —4y = x + 3e™ tenglamaning xususiy yechimi y*

y" —4y = x tenglamaning xususiy yechimi yx*= -x vay" —4y = 3ex

tenglamaning xususiy yechimi y2* = 3ex lar yig’indisi, ya’ni
Y = 15 P
dan iborat bo’ladi.

Bir jinslimas (1) chizigli tenglamning o’ng tomoni /(X) maxsus
ko’rinishlarda bo’lganda, uning xususiy yechimini o’zgaruvchilami
variatsiyalash usuliga nisbatan osonroq bo’lgan usulda topish mumkin.

I (1) tenglamaning o0°’ng tomoni ko’rsatkichli funksiya bilan ko’phad
ko’paytmasidan iborat, ya’ni

fix) = P(x)eax (10)
ko’rinishda bo’lsin. Bunda Pn(x) —ndarajali ko’phad. U holda quyidagi
xususiy hollar bo’lishi mumkin:

a) a soni k2+pk +q =0 harakterishtik tenglamaning ildizi

bo’lamagan hoi.
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Bu holda xususiy yechimni
y* = (AOxn+ Ai*"-1+ - + An)eax = Qn(x)eax (1D
ko’rinishda izlash kerak.
b) a harakteristik tenglamaning oddiy (bir karrali) ildizi bo’lgan hoi.
Bu holda xususiy yechimni y* = xQn(x)eax ko’rinishda izlash
kerak bo’ladi.
c) a son harakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi bo’lgan hoi.
Bu holda xususiy yechimni y* = x2Qn(x)eax ko’rinishda izlash
kerak bo’ladi.
Il. (1) tenglamaning 0’ng tomoni
f(x) = P(x)eaxcosfix + Q(x)eaxsin (Ix
ko’rinishda bo’lgan hoi. Bunda P(x) va Q(x) - ko’phadlar. Bu holda
quyidagi hollar bo’lishi mumkin.
a) a + fiiharakteristik tenglamaning ildizi bo’lgan hoi. U holda (1)
tenglamaning xususiy yechimini
y* = U(x)eax cosfix + V(x)eax sin fix
ko’rinishda izlash kerak bo’ladi. Bu yerda U(x)va,V(x)- darajasi P(x) va
Q(x) ko’phadlaming eng yuqori darajasiga teng bo’lgan ko’phadlardir.
b) a + /?iharakteristik tenglamaning ildizi bo’Imagan hoi. Bu holda
Xususiy yechimni
y* = x[u(x)eax cosfix + V(x)eaxsinfix]
ko’rinishda izlash kerak bo’ladi.
Aytaylik (1) tenglamaning 0’ng tomoni
f(x) = Mcosfix + N sin fix
ko’rinishda bo'lsin. Bunda M va N - o’zgarmas sonlar. Bunda quyidagi
hollar bo’lishi mumkin:
a) fii harakteristik tenglamaning ildizi bo’Imasa, xususiy yechimni
y*= Acosfix + B sin fix
ko’rinishda izlash kerak bo’ladi.
b) (ii harakteristik tenglamaning ildizi bo’lsa, xususiy yechimni
y* = Xx(A cosfix + B sinfix)
ko’rinishda izlash kerak bo’ladi.
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Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar
Ly" + 4y' + 3y = x tenglamaning umumiy yechimi topilsin.
Yechish: Berilgan tenglamaga mos kelgan bir jinsli y" + 4y' +
+3y = 0 tenglamaning umumiy yechimi
y = Cxe~x + Qe~3x
bo’lishini topish giyin emas. Endi biz berilgan bir jinslimas tenglamaning
birory* xususiy yechimini topishimiz kerak. Bir jinslimas tenglamaning
o’ng tomoni xeox ko’rinishda (ya’ni P1l(x)eox ko’rinishda) bo’lib,
a harakteristik tenglamaning ildizi emas. Shu sababli xususiy yechimni
y* —Q(x)eox ko’rinishda izlaymiz, ya’ni
y* =A0x +Al
deb olamiz. y*, y* larni topib, berilgan tenglamaga qo’yamiz. Natijada
4710 + 3(A0X + AX) = X
tenglama hosil bo’ladi. Bir xil darajali x lar oldidagi koeffitsentlami
tenglab,
Mg =1, 4N1g+ Ax—O0
tengliklami hosil gilamiz. Ulardan esa

Demak, X* =X

Berilgan tenglamaning umumiy yechimi
y=y+y‘=Cle X+ C2e 3x+—1x A

bo’ladi.

2. y" + 9y = (x2+ 1)e3x tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish: Dastlab y" + 9y = 0 bir jinsli tenglamani yechamiz. Uni
harakteristik tenglamasi k2+ 9 = 0 bo’lib, uning ildizlari k12 = +3i
bo’ladi. Demak, birjinsli tenglamaning umumiy yechimi

Yy = CXc0s3x + ¢2sin3x
dan iborat. Berilgan tenglamaning o’ng tomoni (x2 + V)e3x bo’lib, y
P2(x)e3x

ko’rinishdadir. Daraja ko’rsatgichdagi koeffitsient 3 harakteristik
tenglamaning ildizi bo’lmagani uchun xususiy yechimni
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y* = Q2(x)e3x yoki y* = (Ax2 +Bx +c)e3x
ko'rinishda izlaymiz. y*' va y*' lami topamiz:
y* = [((J1x2+ Bx +¢)e3*)] = (2Ax + B)e3x + 3e3x m(Ax2+ Bx + C) =
= e3x(3Ax2 + 2Ax + 3Bx + B + 3c¢);
y*" = \e3x{(3Ax2 + 2/Ix + 3Bx + B + 3¢))]* =
= 3e3*(3/1x2 + 2Ax + 3Bx + B + 3c) + e3x(6/Ix + 2/1 + 3B) =
= e3X(9/1x2 + 12Ax + 9Bx + 2/1 + 65 4-9¢).
y*, y*" lami berilgan differensial tenglamaga qo’ysak,
e3x(9Ax2 + 12Ax + 9Bx + 2A + 6B + 9c) + 9e3*(/Ix2+ Bx +¢) =
= (x2+ 1)e3x,
e3x(18Ax2 + 12/1* + 18Bx + 2A + 6B + 9¢) = (x2+ l)e3x
18/1x2 + 12/1x + 18Bx + 2A + 6B + 18c = x2 + 1,
X ning bir xil darajalari oldidagi koeffisientlami bir-biriga
tenglaymiz:
18N =1, 1271+ 185 =10, 21+ 65 + 18C = 1. Bulardan
A=E, 5= - C=a.
Demak, xususiy yechim

y'=(S*2-27*+H )ed
va umumiy yechim

y = CXC0s3X + ¢2sin3x + ~ e 3x-

3.y" —T7y' + 6y = (x - 2)ex tenglama yechilsin.

Yechish: Bu yerda o’ng tomon P1(x)elx ko’rinishda bo’lib, daraja
ko’rsatkichdagi koeffitsient harakteristik tenglamaning oddiy ildizi.
Demak, xususiy yechimni y* = xQ(x)ex yoki y* = x(Ax + B)ex
ko’rinishda izlaymiz. y*', y*" lami topamiz:

y*' = [x(Ax + B)ex]' = [(Ax2 + Bx)ex]' = (2/1x + B)ex +
+ex(Ax2 + Bx) = ex(Ax2+ 2Ax + 2Bx + 5);

y*" = [ex(Ax2 + 2JIx + Bx + 5)]' = ex(Ax2 + 2AX + Bx + B) +
+ex(2Ax + 2A 4-5) = ex(Ax2+ 4Ax + Bx + 2/1 + 25).

y*, y*', y*" laming ifodalarini berilgan tenglamaga qo’yamiz:
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e*(4x2+ 4Ax + Bx + 2A + 2B) —1ex{Ax2+ 2Ax + Bx + B) +
+6(4x 2%+ Bx)ex = (k- 2)ex, ex(—OAx + 2A —5B) = (K —2)ex.

Har ikkala tomonini ex ga bo’lamiz va bir xil darajali x lar oldidagi
koeffitsientlarini  bir-biriga tenglaymiz: —104 = 1, 24 —SB = —2.
Bulardan 4 = —l Bgz — ekanligini topamiz. Demak, xususiy yechim

y*=x ~Xx+ ex va umumiy yechim:

Y=Y+Y*=qgeb*+c2ex+Xx(-"X + ex dan iborat.

4. y" +2y' + 5y = 2cosx tenglama yechilsin.

Yechish: Berilgan tenglamaga mos kelgan bir jinsli tenglamaning
harakteristik tenglamasi k2+ 2k + 5= 0 bo’lib, uning ildizlari
k-i = —1 + 2i, k2 = —1 —2i bo’lganligidan

y = e~X(C1 cos 2k + C2sin 2X)
bo’ladi. Birjinsli bo’lmagan tenglamaning xususiy yechimini
y* = 4 cosX+ Bsin X
ko’rinishda izlaymiz. Bu yerda A va B aniglanishi kerak bo’lgan
koeffisientlar. y*', y*" larni topamiz:

y*' = (4 cosx+ B3Tx)' = —4 5T + B C03X,

y* = (—4sinx+ Bcosx)' = —4 cosxX-  Sinx

Y= ¥* >¥* larmi berilgan tenglamaga qo’yamiz:

-4 cosx—Bsiny- 24 sinx+ 2 B cosx+ 54 cosx+ BB sinx =
= 2C0SX

44co5XK+ 2Bcosx - 2Asinx + 4Bsinx = 2co5x (44 + 2B)cosx -
—{24 —4B)sinx = 2cosx.

cosx va sinx lar oldidagi koeffitsientlarini tenglab 4 va B larni

aniglash uchun quyidagi ikkita tenglamani hosil gilamiz:
44 + 2B =2, 24- AB=0.
Bulardan 4 = 2 B = 1 Shunday qilib hususiy yechim
2 1.
y* = —€0SX + -sinX
bo’ladi. Umumiy yechim esa
Y=Y+ ¥ = e-ACrcosirk + C2sin2x) + ~co5XK+ Arnx
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bo’ladi.

5y" + 4y = cos2x tenglama yechilsin:

Yechish: Harakteristik tenglama k2 + 4 = 0 va uni ildizlari kx = 2i,
Kj ——=21 bo’lganligi uchun birjinsli tenglamaning umumiy yechimi

y = Clcos2x + @sin2x ko’rinishida bo’ladi. Bir jinslimas
tenglamaning hususiy yechimini

y* = x(Acos2x + Bsin2x)

ko’rinishida izlaymiz. y*' va y~lami topamiz:

y*' = [x(Acos2x + Bsin2x)]' = Acos2x + Bsin2x +
+x(-2Asin2x + 2Bcos2x),

r" = —2Asin2x + 2Bcos2x —2Asin2x + 2Bcos2x +
+x(—4Acos2x —ABsin2x) = —4Asin2x + 4Bcos2x —
-4x(Acos2x + Bsin2x).

y*', [ lamni ifodalarini berilgan tenglamaga qo’yamiz:

—4Asin2x + 4Bcos2x —4Axcos2x —4Bxsin2x + 4Axcos2x +
+4BXxsin2x = c0s2X,

-4Asin2x + 4Bcos2x = c0s2x.

cos2x va sin2x lar oldidagi koeffitsientlami tenglab 4B = 1 va

-4 A = 0 tenglamalami hosil gilamiz. Ulardan A = Q B = ~. Demak,
berilgan tenglamaning hususiy yechimi

1.
y* = hxstx

dan iborat. Umumiy echimi esa

1
y =y + y* = Clcos2x + C2sin2x + ~xsin2x

bo’ladi.
6.y" —y = 3e2xcosx tenglama yechilsin.
Yechish: Tenlamaning o’ng tomoni
fix) = e2x(Mcosx + Nsinx)
ko'rinishda bo’lib, bunda M=3, N=0. k2—1= 0 harakteristik
tenglama kx =\, k2 = —1 ildizlarga ega. Shuning uchun bir jinsli
tenglamaning umumiy
y = Cxex + Qe~x
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bo’ladi. a + /7t = 2 + i 1 kompleks son harakteristik tenglamaning ildizi
bo’lmagani uchun, hususiy yechimni
y* = e2x(Acosx + Bsinx)

ko’rinishda gidiramiz. y*', y*" larni topamiz:

y*' = [e2x(Acosx + Bsinx)]' = 2e2x(Acosx + Bsinx) +
+e2x(—Asinx + Bcosx) = e2x(2Acosx + 2Bsinx - Asinx + Bcosx);

y*" = [e2x(2Acosx + 2Bsinx —Asinx + Bcos)]' =
= 2e2x(2Acosx + 2Bsinx —Asinx + Bcosx) +
+e2x(—2Asinx + 2Bcosx —Acosx —Bsinx) =
= e2x(4Acosx + 4Bsinx - 2Asinx + 2Bcosx —2Asinx) +
+(2Bcosx —Acosx —Bsinx) =
= e2x(3Acosx + 4Bcosx —4-Asinx + 3Bsinx);

y* vay*" lar o’miga topilgan ifodalami go’yamiz:
e2x(3Acosx + 4Bcosx —4Asinx + 3Bsinx) —e2x(Acosx + Bsinx) =
= 3e2XCOoSsX;
e2x(_2Acosx + 4Bcosx - 4Asinx + 2Bsinx) = 3e2xcosx,

(2A + 4B)cosx —(44 —2B)sinx = 3cosx,
cosx va sin* oldidagi koeffitsientlami tenglab
2A+4B =3, -4442B=0

tenglamalarni hosil gilamiz. Bulardan 4 = i, B=2

Demak, xususiy yechim
y* = e2x(—3 cosx + -Ssinx)
bo’lib, umumiy yechim esa
y = Clex + Qe x + e2x(—3 COSX + —Ssinx)

bo’ladi.

Mustagil yechish uchun topshiriglar
I.Quyidagi o’zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinsli tenglamalar
yechilsin:
Dy" =9y; 2)y" +y =0 9?é)y" + 12y = 7y 4)y" -y =0



5 y" - 4y' + 4y = 0; 6)y" +2y' + 10y = 0;

7)y" +8y'- 2y =0, 8)4y" - 12y'+9y =0,

9y +y' +y=0.

Javob: 1)y = Cne3* + C2e~3x; 2)y = Jlcosx + Bsinx;

3)y = Cle3x + Qedx; 4)=C, + Ce*; 5y = (Ca+ Ce*)e2x;
. -3+V17 -3-v17
6) = e-x(4cos3x + Bsin3x); 7)y=Cle 2 x+Qe 2 ;

8) = (Cx+ X)ebx; 9)y =e'~Ncos (y x) + &sin (yx)] .

2. Quyidagi o’zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinsli tenglamalami
berilgan boshlang’ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

Dy" +5y'+6y=0  y0)=1 Sko =86

2)y" —10y' + 25y = 0, y(0) =0, y'(0) = L,

3)y" - 2y' + I0y = 0, = y(3 - f:
4)9y" +y =0, y(?)=2. § x =0

5)y" + 9y = 0, 0T=0Q,

Oy +y=q &= =0
3.Quyidagi o’zgarmas koeffitsientli chizigli birjinslimas tenglamalar
ilsin:

Dy —7y"+ 12y = % 2)y" - aB =x+1
3)y"+y'—2y = 8sin2x; 4)y" -y = 5x + 2;

5)y" + 6y' + by = e2x\ 6)y" + 9y = 6e3x;

7)y" ~ Syr=2-6x; 8)y" —2y' + 3y = e“xcosx .
Javoblar: )y = Cre3x + Qedx + 12;:7 1

2) y = Cleax + Qe~ax- ~ ;

)y = Clex + C2e~2x —" (6 sin 2x + 2 cos 2X);

4) = Cxex + Ce~x - 5x - 2; 5y = Cxe~x+ Ce~3X+Yy e2x;
6)y = Ctcos3x + C2sin3x + "e3*;7)y = + Qe3Xx + x2;

8)y = ex(ClcosV2x 4 C2sinV2x).
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4.Quyidagi o’zgarmas  koeffitsientli  chizigli  bir jinslimas
tenglamalami berilgan boshlang’ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimi
topilsin:

Dy" - Ay' + 3y = e5x, y(0) =3, y'(0) = 9

2 )y" —8y'+ 16y =eA, y(0) =0, y'(0)= 1,

3 y"+y=3sinx, y(0) +y'(0)=0 y +y(f)=0

4) 2y"-y' =1, y(0) =0, y'(0) = 1

Javoblar: 1)y = -----m-meemmee- ; 2)y = 0,5x(* 4+ 2)ed*

3) vy=][{n4 2)cosx —(n —2) sinx] —*XcoOsX;

4) y = 4e5"*“4,

84. Yugqori tartibli differensial tenglamalar
4.1. Umumiy tushunchalar.y » = /(x) ko’rinishdagi tenglama

F(x,y,yy",....yWw) =0 1)
ko’rinishdagi yoki
yM =f(x,y,y",y"...y(n-1) = 0 (1)
tenglamaga n-tartibli differensial tenglama deb ataladi.

Teorema. Agar (1)'tenglamada f{x,y,y",y",...,y"n 1)) funksiya
va uningy,y',,..,y ~ argumentlari bo’yicha olingan xususiy hosilalari
x =x0)y =y0," =y'Q...,y(n_ 1) = y*»*qgiymatlarni o’z ichiga oluvchi
biror sohadagi uzluksiz funksiyalardan iborat bo’lsa, bu holda
tenglamaning

Yx=x0 = Yo
Y'x=x0 = Y'o
(2
vyx=x0 Yo

shartlami ganoatlantiruvchi y = y(x) yechimi mavjud va birginadir,
Ta’rif. n-tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi deb n ta
cl(c2, ..., cn ixtiyoriy o’zgarmas miqdorlarga bog’lig bo’lgan
y = (p(x, Ci, c2, ..., cn)
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Ihnksiynga aytiladi, y funksiya:
a) cv c2, ,cn ixtiyoriy o’zgarmas miqdorlaming har ganday
giymntlarida ham tenglamani ganoatlantiradi;

h) berilgan
¥x=x 0—Y0
y'x=x0=y'o

yn? =Yo-l
luislilang’ich shartlarda q.Cz, ...,cn 0’zgarmas migdorlami shunday tanlab
olisli  mumkinki, y = (p(x,cy,c2,—cn) funksiya bu boshlang’ich
shartlami ganoatlantiradi.

Umumiy yechimni oshkormas holda aniglovchi
®(x,y,clc2 ....cn) = 0 ko’rinishdagi munosabat differensial tenglamaning
umumiy integrali deyiladi.

Umumiy yechimdan cv c2,...,en 0’zgarmas miqdorlami tayin
giymatlarida hosil bo’ladigan har ganday funksiya xususiv vechim deb
ataladi.

Xususiy yechimning grafigi berilgan differensial tenglamaning
integral egri chizig’i deyiladi.

Y() = f(x) (3)
tenglama eng sodda n-tartibli differensial tenglama deyiladi.

Bu tenglama ketma-ket n-marta integrallash orqgali yechiladi. Bunda
y(n) = (y(n_Dy;y(n-i) —(y(n-2)y. ...,y" = (y")' ekanligini e’tiborga
olamiz. Shunday dqilib,* berilgan tenglamani har ikkala tomonini
integrallaymiz:

yn = fix), y(n_1) = Jf(x)dx +cx = frix) + q ;
y(n-r) _ j[frx) + cjdx + @ =12(x) + Crx + C2, ...
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Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar
l.y"" =x2+ x + 1tenglama yechilsin.
Yechish: Berilgan tenglamani uch marta ketma-ket integrallaymiz:

y" =/ (x2+x + 1)dx +cx = —m —+ X 4- ¢l

y'=/(y+y +M"+cl)* +c2=g +f +f +c+¢2
f (x4 X3 X2 K s Xs X4 X3 X2 ,
y=401 +1T +17 +¢c” +c0 * +c3=» +M+T +Cc*-T+
+c2x + 3.
2.y"' = sinx + cosx tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish: Berilgan tenglamani ketma-ket uch marta integrallaymiz:
y" = f(sinx + cosx)dx + cx = —€0sx +sinx + cv
y' =/ (—cosx + sinx + cx)dx + €2 = -sinXx —COSX + CXX + C2,
y = J(-sinx - cosx + crx + c2)dx + c2 = cosx - sinx 4 cr2+
+C2X + C3.

3 -y"' =pr tenglamani y(l) =0, y'(h)=1 y"(l)=2
boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish: Dastlab berilgan tenglamani umumiy yechimini topamiz.

Buning uchun tenglamani uch marta ketma-ket integrallaymiz.
Inx

y' =fHfdx +C= L2 ey
y:/(~v _X+CHdX+ Q2= -\In2-Inx +cxx +¢c2, W
y=f(~\In2* ~Inx + ci* + c2j dx +¢c3=~"In2x + cxy +

+c2x + 3.
Boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni topamiz. Buning

uchuny, y'vay" laming ifodasidan foydalanamiz. Unda

—+c24¢3=0, cx+c2=1 —1+cx=2 bo’lib, oxirgi
tenglikdan cx =3 kelib chigadi. cx+ c2= 1 dan esa c2——2 va
j +c2+c3=0danc3 =- lami topamiz. Demak, izlangan yechim

X 3 . 1
Y=~~In2X+-Xx2-2X4--.
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4. yv=-e2x tenglamani y(0) =0, y'(0) = —=2, y"(0) =3,
= —, y,l/(0) = 2 shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish: Ketma-ket besh marta integrallaymiz.

v'v =/ e2xdx +cr = + c4,

v" = /("e2*+ ci)dx + c2="e2x+ crx + c2,

V' - JN e2Xx+ cdx + c2)dx + €3 ="e2X + CcX~X2+ C2X + C3,
vVi=f ("e2x+cr~ +c2x +c3hdx +cd =+ e2x + +c2) +
13X + c4

v=J (-"e2x +/x3cr +*x2c2+c3x +c4Ndx +c5="e 2 +
\cntx* +c2\x 3+\c3X2+ AX+ G.

Berilgan boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni topamiz.
L'+t@Zd, L+d=2 o=%
e+ q *0+c2=-1, i+c2=-1, 02=-2,

V +Q-0+c2-0+c3=3, ~+c3=3 2

+q *0+c2e0+c30+c4=—2,

~e° +cxe0+c2+0+ c30+c4¢0+ch=0," +c5=0, cb=

Demak, tenglamaning berilgan boshlang’ich shartlarni
gnnoatlantiruvchi yechimi

1 _Jx4 5x3 l23x2 33x 1

Y 326 +16 24 + 16 16 32

Mustagil yechish uchun topshiriglar
I.Quyidagi tenglamalar yechilsin:

4)y'" = 21e3x + 120x3; 5)ylv = x; 6) y'™" = X + cOSX.
Javoblar: 1)y = Insinx + ¢4+ ¢2x + ¢3x2;

2)y=xIn(x +vT+x2) —V1+ x2+ c4+ c2x;

-101-



1 2 \
X 2arcsirve X J1 - x2+4-arcsinx + cr + c2x;

3)y

4)y =e3*+ x6+ cr+ c2x + c3x2;

Ay =un+ Cl*3+ ¢c2%2+ c3x + C4-

6) vy X4 sinx + cxx2 + @X+ c3.

2. Quyidagi tenglamalarni  berilgan boshlang’ich  shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Hy "=\ ¥Y()=1 Y'Q) =2 y"(l) =-2;

2)y* =sinx; y(f) =1, y' (f) =2, y"(f) =y™ (f) =0,

3)y'v=cosx; y(0) =%, y'(0) =0, y"(0) = y"'(0) =0;

4)y™ = xe=x; y(0) = 0, y'(0) = 2, y"(0) = 2

Javaoblar:

1 y:"zrlnx—Zx2+ 5x 4
2) y=Sin*+i(x-8)2+2(*-8);

i 14+ijr2+s " s2j;:
-(x +3)e~x +7x2+3.

3>3"
4)y

4.2. 0O’zgarmas koeffisientli n-tartibli bir jinsli chizigli tenglamalar

n-tartibli birjinsli chizigli
y(n)+ cry*-1H— +any =0 Q)
tenglamani garaymiz. al,a2,...an lami o’zgarmas sonlar deb faraz
gilamiz.
Ta’rif. Agar [a, b] kesmadagi x ning barcha giymatlari uchun
<Pn(X) = A1(pl(x) + - + An-i<pn_x(x)
tenglik o’rinli bo’lsa, u holda qn(x) funksiya l(x),*1(x), ...,.<pn_1(x) -«
funksiyalar orgali chizigli ifoda etiladi. Bunda AltA2, .... An hammasi bir

vaqgtda nolga teng bo’Imaydigan sonlar.
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Ta’rif. Agarn ta s <pn- X(x), gn(x) funksiyalaming
Mcli biri qolganlari orgali chizigli ifoda etilmasa, u funksiyalar chizigli
erkli funksiyalar deb ataladi.

1-1zoh. Ta’riflardan kelib chigadiki, agar sx(x), x(x), ...,(pn_x(x)
funksiyalar chizigli bog’lig bo’lsa, u holda hammasi nolga teng bo’lmagan
shunday cx,c2,...,.cn sonlar topiladiki, [a,b] kesmada x ning hamma
giymatilari uchun

CI<PI(x) + c2(p2(x) + —+ n(pn(x) = 0

nyniyat bajariladi.

Masalan, yx

ex, y2=e2x, y3= 3ex funksiyalar chizigli

hog’lig, chunki cx
+3c3ex = 0 bo’ladi.

Yr —1s ¥r = x>¥3 = x2 funksiyalar chizigli erkli funksiyalardir
chunki, bir vagtda nolga teng bo’Imagan c1(c2, c3 ning xech bir giymatida
c, 1+ c2mx + c3 m 2 ifoda aynan nolga teng bo’la olmaydi.

Teorema. Agar y1,y2,—yn funksiyalar (1) tenglamaning chzigli
erkli yechimlari bo’lsa, u holda

Y= cxyx+c2y2+ —+cnyn (2)
lining umumiy yechimi bo’ladi. Bundacx,c2, ¢ n —ixtiyoriy 0’zgarmas
sonlar.

Agar (1) tenglamaning koeffisientlari o’zgarmas sonlar bo’lsa, u
holda umumiy yechimni ikkinchi tartibli tenglamaning umumiy yechimini
lopgandek aniglanadi.

1) Harakteristik tenglamani tuzamiz:

kn +axkn~1+ a2kn~2+- +an=20
2) Harakteristik tenglamaning.
kx,k2...,kn

—1, c2=0, ¢c3= " bo’lganda: cxex + c2e2x +

ildizlarini topamiz.

3) Quyidagilarga asoslanib ildizlaming harakteriga ko’ra chizigli
erkli xususiy yechimlarini topamiz:

a) har bir karrali K ildizga ekx xususiy yechim mos keladi;
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b) har bir juft kx = a + pi va k2 = a —3i qo’shma kompleks bir
karrali ildizlarga ikkita eaxcospx va eaxsinpx xususiy yechimlar to’g’ri
keladi;

c) har bir r Kkarrali hagigiy K ildizga r ta chizigli erkli

gkx”\j(ﬁkx”[@gkxI _"Ix.r-l .d,kx
xususiy yechimlar to’g’ri keladi;

d)har bir u karrali juft kx=a +pi, k2=a —pi qo’shma
kompleks ildizga 21, ta

eaxcospx, xeaxcosPx,...,x*~1eaxcospx,
eaxsinpx, xeaxsinpx,..., x fi~leaxsinpx
xususiy yechimlar to’g’ri keladi.

Bu xususiy yechimlarining soni harakteristik tenglamaning
darajasiga teng bo’ladi.

4)n ta chizigli erkli yi,y2,—yn xususiy yechimlami topgandan
keyin berilgan chizigli tenglamaning umumiy yechimini tuzamiz;

Y=CYl+ c2y2+ - + cnyn.
bu yerda c1(c2, ..., cn —ixtiyoriy 0’zgarmas sonlar.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar

1. yi=1, Y2=X y3=x2 y4=x3 funksiyalar (—60;+00)
oraliqda chizigli erkli ekanligi ko’rsatilsin.

Yechish: cxel+c2ex + c3m2+ c4+x3=0 tenglik Xx ning
(—00; +00) dagi x = 0 giymatida bajarilishi uchuncx=c2=c3=c4=0
bo’lishi kerak. Agar bu sonlarda xech bo’lmaganda bittasi noldan fargli
bo’lsa, u holda tenglik bajarilmaydi. Bu esa yugorida berilgan
funksiyalaming (-c»; +00) oraliqda chizqli erkli ekanligini bildiradi.

2. yi = tgxvay?2= ctgx funksiyalarni (0;|) oraliqda chizigli erkli
ekanligi ko’rsatilsin.

Yechish: yxvay?2 funksiyalar (0;|) oraligda chizigli erkli bo’lishi

uchun, bu oraligda— A ¢ bo’lishi kerak.
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7i 19X
yr  Ctgx ctgx
Demak, berilgan funksiyalar (0; -) oraligda chizigli erkli.

= tgx - tgx etgx = tg2x P

3.y —2y" +y' —0 tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish: Berilgan tenglamaning harakteristik tenglamasi k3—
-2k2+ Kk = 0 bo’lib, uning ildizlari k4= 0, k2= /c3 = 1 lardan iborat.
Hu yerda y = 1 ikki karrali ildiz shuning uchun tenglamaning chizigli
erkli xususiy yechimlari yx = 1,y2 = ex, y3 = xex lardan iborat. Uning
umumiy yechimi esay = cx+ c2ex + c3xex bo’ladi.

4, y'v—y —0 tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish:Harakteristik tenglamani tuzamiz;

fcd- 1=0
Harakteristik tenglamaning ildizlarini topamiz:
Ko= 1, k2 — 1, k3 —i, k4 ——i.
Umumiy yechimni yozamiz;
y = clex + c2e~x + c3cosx + c4sinx
Bu yerda cl, c2, ¢3, c4 —ixtiyoriy 0’zgarmas sonlardir.

Mustagil yechish uchun topshiriglar
1. Quydagi tenglamalar yechilsin:
1) y™- 5y"+8y'- dy=0;2)y'v- 16y = 0;3)y" - 8y =0,
4)yv+4y =0 5)4y'v- 3y"-y=06)y" - 3y" +4y =0
7)) y'7+8y" +16y=0; 8)y'l- 3y"- 4y = 0.
Javoblar:
1) ¥ = clex + (c2 + c3x)e2x;
2) y = cxcfr2x + ¢2sh2x + c3cos2x + cdsin2x;
3) y = cxe2* + e~x{c2cosx"J3 + c3sinxyl3);
4) y = Asinxshx + Bsinxchx + Ccosxshx + Dcosxchx;
5) y = Mclix + Bs/ix + Ceos| + Dsin| ;
6) y = cxe_Xx + (c2x + c3)e2x;
7) y = (cx-f c2x)cos2;c + (c3 + cdx)sin2x;
X) y = cxe2* + c2e~2x + c3cosx + c4sinx.
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2. yIV—ady = 0 tenglamaning umumiy yechimi vax =0 da
Y= y'=0, y"=-a2 y"= boshlang’ich . shartlami
ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

Javob: y = qe0* + c2e~ax + c3cosax + cdsinax; y0 = cosax.

4.3. Yugqori tartibli bir jinslimas chizigli tenglamalar

y(n) + +—+any =f{x) (1)
tenglamani qgaraymiz. Bunda ala2,...,an,f(x) lar x ning uzluksiz
funksiyalari yoki 0’zgarmas sonlar.

Aytaylik, bu tenglamaga mos bir jinsli

y() +aly(nl)+ e+any =0 (2)
tenglamaning

y = clyl+ c2y2+ - + cnyn 3)
umumiy yechimi mavjud bo’lsin. Bunda quyidagi teorema o’rinlidir.

Teorema. Agary bir jinsli (2) tenglamaning umumiy yechimi, y*
esa bir jinslimas (1) tenglamaning xususiy yechimi bo’lsa, u holda

y —y +y*
bir jinslimas (1) tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.

O’zgarmas koeffitsientli yuqori tartibli bir jinslimas tenglamaning
xususiy yechimlari bazi hollarda ancha sodda topiladi.

l. Differensial tenglamaning o’ng tomonida fix) = Pix)eax
funksiya turgan bo’lsin. Bunda P(x) ifoda x ga nisbatan ko’phad. Bu
yerda ikki holni ajratish mumkin.

a) agar a harakteristik tenglamaning ildizi bo’lmasa, u holda xususiy
yechimni

y* = Qix)eax

ko’rinishda izlash mumkin. Bunda Q(x) - koeffitsientlari noma’lum
bo’lgan va darajasi P(x) ning darajasi bilan bir xil bo’lgan ko’phad;

b) Agar a harakteristik tenglamaning u Kkarrali ildizi bo’lsa, bu holda
bir jinslimas tenglamaning xususiy yechimini

y* = x»Qix)eax
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ko'rinishda izlash mumkin. Bunda Q(x) - darajasi P(x) ning darajasi
hilan xil bo’lgan ko’phad.

Il. Tenglamaning o’ng tomoni

fix) = Mcosfix + Nsinfix

ko’rinishda bo’lsin. Bunda M vaN - o’zgarmas sonlardir. Bunda xususiy
yechimini quyidagicha aniglanadi.

a) agar fii harakteristik tenglamaning ildizi bo’lmasa, bu holda
xususiy yechim

y* = Acosfix + Bsinfix

ko’rinishda izlanadi. Bunda AvaP noaniq o’zgarmas koeffitsientlar;

b) agar fii harakteristik tenglamaning p karrali ildizi bo’lsa. u holda
Xususiy yechim

¥* _ x"iAcosjix + Bsinfix)

ko’rinishda izlanadi.

I1l. Tenglamaning o’ng tomoni

fix) =p(x)eaxcosfix + Qix)eaxsinfix

ko’rinishda bo’lsin. Bunda P(x) va Qix) ifodalar X ga nisbatan
ko’phadlar. Bunda quyidagi hollar bo’lishi mumkin.

a) a + /7t harakteristik tenglamaning ildizi bo’lmasa, Xususiy
yechim

y* = Uix)eaxcosfx 4 Vix)eaxsinfx

ko’rinishda izlanadi. Bunda U(x) va V(x) - darajasi P(x) va Q(x)
ko’phadlaming eng yuqori darajasiga teng bo’lgan ko’phadlar;

b) agar a + (3i ha?akteristik tenglamaning p karrali ildizi bo’lsa,
Xususiy yechim

y* = xMt/(x)eaxcos/?x + Vix)eaxsin(Ix]

ko’rinishda izlanadi. Bunda U(x) va K(x) - darajasi P(x)va()(x)
ko’phadlaming eng yuqori darajasiga teng bo’lgan ko’phadlar.

I va Il hollarda tenglamaning 0’ng tomonida fagat cosfix yoki fagat
sinfix ni 0’z ichiga olgan ifoda turgan holda ham, yechimni yuqgorida
ko’rsatilgan ko’rinishda, ya’ni sinus hamda kosinus bilan izlanadi.



Mavzuga doir yechimlari bilan berilga topshiriglar

Lylv +y =x3+ 1tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish: Berilgan tenglamaga mos kelgan bir jinsli tenglamaning
harakteristik tenglamasi k4- 1= 0 bo’lib, u kr = 1, k2 =—1, k3=,
k4 = —i ildizlarga ega. Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

y = clex + c2e~x + c3cosx + c4sinx
dan iborat.

Birjinslimas tenglamaning xususiy yechimini

y*=A0x3+ Axx2+ A2x + A3
ko’rinishda izlaymiz.

y* ni to’rtinchi tartibgacha hosilalarini topamiz:

y*' = 3A0x2+ 2Arx + A2

r" = 6A0x2+ 2AV

y*" = bAQ,

y*'V = 0.

Hosil gilingan ifodalami berilgan tenglamaga qo’yamiz va
-A Ox3 —Arx2—A2x —A3 = x3 + 1tenglikni hosil gilamiz. Bundan esa
A0——1, Ax=0, A2~ 0 va A3=—1 lami topamiz. Demak, bir
jinslimas tenglamaning xususiy yechimi y* = -x 3- 1da iborat.

: Shunday qilib, berilgan bir jinslimas tenglamaning umumiy yechimi
y =y +y*=ge* + c2e~x + c3cosx + cdsinx - x3—1
dan iborat.

2 .y'v—y = bcoxg: tenglama yechilsin.

Yechish: Berilgan tenglamaga mos keladigan bir jinsli tenglamaning
harakteristik tenglamasi k4- 1= 0 bo’lib, uning ildizilari kr =1,
K2 —34/ k3 =1, k4~ — lardan iborat. Shuning uchun bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi

y = clex + c2e~x + c3cosx + c4sinx
bo’ladi. Berilgan birjinslimas tenglamaning 0’ng tomoni
/ (x) = Mcosx + Nsinx
ko’rinishida bo’lib, bunda M = 5,N = 0.
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i harakteristik tenglamaning oddiy ildizi bo’lgani uchun xususiy

yechimni
y* = x (Acosx + Bsinx)

ko’rinishda izlaymiz. Bundany/K ni topamiz.
y*' = Acosx + Bsinx + x(—Asinx + Bcosx);
y*" = —Asinx + Bcosx —Asinx + Bcosx + x(—Acosx —Bsinx) =
-2Asinx + 2Bcosx + x(—Acosx - Bsinx);
y*'" = —2Acosx —2Bsinx —Acosx - Bsinx + x(Asinx —Bcosx) =
= -3Acosx —3Bsinx + x(Asinx —BcosX);
y*Iv = 3Asinx - 3Bcosx + Asinx - Bcosx + x(Acosx + Bsinx)
= 4Asinx - 4Bcosx + x{Acosx + Bsinx).

y*IV va y* larni ifodalarini berilgan tenglamaga go’yamiz;
4 Asinx —4Bcosx + x(Acosx + Bsinx) —x(Acosx + Bsinx) = Bcosx;
4Asinx —4-Bcosx = Bcosx bo’lib, bundan 4A = 0 va —4B = B lami

ulardan esa A=0 va B =-—" lamni topamiz. Demak, berilgan
tenglamaning xususiy yechimi

y* = —5xsinx
4 '

umumiy yechimi esa

. S .
y =Y +y* = clex +c2e x + c3cosx + c4sinx - ersmx

bo’ladi.

3.y +y" —2y' = x —ex tenglama yechilsin.

Yechish: Berilgan*tenglamaga mos kelgan bir jinsli tenglamaning
harakteristik tenglamasi k3 + k2 —2k = 0 bo’lib, uning ildizlari kx = 0,
k2 —1,k3 =-2 lardan iborat. Shuning uchun bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi

y = cr + c2ex + c3e~2x
dan iborat. Berilgan tenglamaning o’ng tomoni f4(x) = x vaf2{x) = —ex
lunksiyalar yig’indisidan iborat bo’lganligi uchun xususiy yechimni
y* = +u2=x(Ax +B) + Cxex = Ax2 + Bx + Cxex
ko’rinishda izlaymiz. Endi y*',y*" ,y*"" larni topamiz:
y*' = 2Ax + B + Cex + Cxex;
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y*" = 2A + Cex + Cex + Cxex = 2A + 2Cex + Cxex;

y..m = 2Cex + Cex + Cxex = 3Cex + Cxex.
y*Ly*"y*" lami ifodalarini  berilgan tenglamaga qo’yamiz.
Natijada

3Cex + Cxex + 2A + 2Cex + Cxex - 4Ax -2 B - 2Cex - 2Cxex =
= X - ex yoki 3Cex - 4Ax + (2A - 2B) =x - ex hosil bo’ladi. Undan

esa —4/1=1 2A —2B —0, 3C = —1 lami, ulardan esa A =

4
B = —,C = — larni topamiz. Demak, xususiy yechim
va umumiy yechim
Y=Y+ Y =cl+c2ex + c3e~2x- "X !
dan iborat.
Mustagil yechish uchun topshiriglar
1 Quyidagi tenglamalaming umumiy yechimi topilsin:
DY"~7y'+ 12y =x;  2)y" +y' —2y = 8sin2x;
3) y"'—y =5x+2 4)y" -f6y' + By = e2x;
5) y"'-4y" +5y'- 2y = 2x+ 3; ’
6) y'v- ady = b5adeaxsinax; 7)y"' - y" = 12x2+ 6x;
8) y'v+2y +2y"+2y'+y=xe*+ ~Ccosx.
Javoblar:1)y = ge3* + ci2e4x + »
2) Y = crex + c2e~2x —" (6sin2x + 2c0s2x);
3) ¥ = cxe* + c2e~x - 5* - 2;
4)y = cre~x + c2e~SX + ~ e 2x;
5)y = (ct +c2x)ex +c3e2x - x - 4;
6) y —(cx—sinax)eax + c2e~ax + c3cosax + c4sinax\
7))y = cX+ ¢2X + c3e* - x4~ 5x3- 15x2;
8)y = (cx+ + c3cosx + cdsinx —|cosx + (| —1)6*

2.Quyidagi tenglarnalarning xususiy yechimlari topilsin:
_no_



Dy'v+ 2y'™ +y" = eds 2) y'v+2y" +y" = xe~x;
3)y'v+ 4y" + 4y = xsinlx-, 4)y"™ + 4y' = e2x + sin2x.
Javoblar:1) y* = ced*; 2) y* = (CjX2 + c2x 3)e~X;

3)y* = (! + AX)sin2x + (f?i + B2)cos2x;

4) y* = Ae2x(Blcos2x + B2sin2x).

85. Oddiy differensial tenglamalar sistemasi

Ko’p masalalami yechishda x argument, noma’lum yi,y2,...,yn
funksiyalar va ulami hosilalarini 0’z ichiga oluvchi differensial
tenglamalar  sistemasini  ganoatlantiruvchi Y1 = ¥xOO» Y2—Y2(x)>
,..,yn = yn(x) funksiyalami topish talab etiladi.

Quyida biz birinchi tartibli tenglamalar sistemasini garaymiz:

=boyy2-. )

<~ =f2{x,yLy2,....,yn) Q)

N o= /n(MYLY2....Y,,)

Bu yerda y1(y2, ...,yn —izlanayotgan funksiyalar, x esa argument.
Chap tomonida birinchi tartibli hosilalar turgan, o’ng tomoni hosilalami
0’z ichiga olmagan bunday tenglamalar sistemasi normal sistema deyiladi.

Agar normal sistemaning o’ng tomoni y1,y2, -,y n funksiyalarga
nisbatan chizigli bo’lsa, u holda tenglamalar sistemasini chizigli
tenglamalar sistemasi deyiladi.

Ko’pincha differensial tenglamalaming normal sistemasi bitta
noma’lum funksiyaga bog’lig bo’lgan bitta n - tartibli differensial
tenglamaga keltiriladi. Normal sistcmani bitta tenglamaga keltirish uchun
sistemaning  tenglamalaridan  birini  differensiallash va qolgan
noma’lumlarni yo’qotish kerak bo’ladi.
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Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar

rdx
L Ig)tlzx Ty differensial tenglamalar sistemasini x(0) = 2,
=X
dt

y (0) = 0 boshlang’ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish: Birinchi tenglamani t bo’yicha differensiallaymiz:
d2x dx dy
dt2 ar de
Hosil bo’lgan tenglamadagi %t ni 0’miga uning ifodasini qo’yamiz
va quyidagi tenglamani hosil gilamiz.

d2x dx
diz™q "
Sistemaning birinchi tenglamasidan

dx
Y=~X+1N
ni topamiz va uni 0’miga qo’yamiz. Natijada
a2 & * yoki X2 x =0
tenglama hosil bo’ladi. Bu 0°zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli chizigli
bir jinsli tenglamadir. Uning harakteristik tenglamasi k2 —2 = 0 bo’lib,
uning ildizlari k12 = V2 dan iborat. Demak, uning umumiy yechimi

X = cle'""2t + c2e~"2t

dan iborat.
y umumiy yechim esa
dx
y=— -x=cx(V2—l)erf- 2(V2 +
dan iborat.

Endi berilgan boshlang’ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimni
topamiz:
Buning uchun berilgan shartlardan foydalanib 0’zgarmas migdorlami
topamiz:
Ci+c2=2 V2(cx—c2) - (Ci + c2) = 0. Bulardan
V2+2 2-V2
ci“~"T~"Q~ n =m
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Bularni o’rinlariga qo’yib

V2 V2' '
=(—+1) +(1—")evot y= It , -Vt
xususiy yechimlami topamiz.
fox =y + z
dy
2. <2T= * + Z1
vat - XY

sistema yechilsin.
Yechish: Birinchi tenglamani t bo’yicha differensiallasak,
d2x dy dz :
Noo=o+ N = (XHET)H(F+Y)
yoki

d2x
=2x+y +z

tenglama hosil bo’ladi.

Endi » =y +z va = 2Xx +y +z tenglamalardan y va z
0’zgaruvchilarni yo’qotsak, x ga nisbat ikkinchi tartibli
d2x dx _
g2 @ X0

lenglama hosil bo’ladi. Bu tenglamning umumiy yechimi x = cle-t +
+c2e2t dan iborat.

Bundan

Y= cre+ 2c2e% vay = ¥ - 7 = -cte 1+ 2e2efl —z.

Berilgan tenglamalaming uchinchisiga r va y ning topilgan
ifbdalarini go’yib, z ni aniglash uchun
dz

— +2z = 3c2e2t
dt

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani integrallab
Z = c3e-t + c2e2t
LU topamiz. Buni e’tiborga olib
Y=-(A +c2e_t+c2e2t
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ni hosil gijamiz. Shunday qilib biz berilgan sistemaning umumiy
yechimini beruvchi x,y,z larni topdik.

fdx n
T, =2y
_d y
3 \d[=2z"
IT, = 2x

sistema yechilsin.
Yechish: Birinchi tenglamani t bo’yicha differensiallaymiz:
d2x dy

dt2 2 dt
Hosil bo’lgan tenglamani yana t bo’yicha differensiallaymiz:

d3x dz
dt3=4"dt'
Bu tenglamaning o’ng tomonidagi & o’miga uning ifodasini
go’yamiz:
d3x d3x
413 = 4 02, 413 = 8x.

Hosil bo’lgan bu tenglama uchinchi tartibli chizigli bir jinsli
tenglama dir. Uni yechimi
X =cle2t + e_t(c2cosV3t+ c3sin”t)
dan iborat. Sistemaning birinchi tenglamasidan foydalanib y ni topamiz.

y—; ZT - ~m[2cxe2t - e £(c2cosV3t + c3sin>/3t)] +
X

+ -+ e _£(c3cosV3t —c2stnV3t)V3 =
X
= cxe2t +-e~% c343 + c2)cosV3t - (c2V3 + c3)siW 3t].

Sistemaning ikkinchi tenglamasidan Z ni topamiz:

1d X
7= o d)t/ = cle2t - -e-£[](c3V3 + c2)cosV3t- (c2V3 - c3)smV3t].

Shunday qilib biz berilgan sistemaning x, y, z yechimlarini topdik.



Mustaqil yechish uchun topshiriglar:
1.Quyidagi differensial tenglamalar sistemasini yeching.
dx , n f dx

Tt+y = FX—y=¢€
DytiH =3x+y ity _ o
dt dt }/ vt x+y—ei
% = 4x + 6y, ?1)::3/-

<) 4
E_2X+3}{+t Sa—x+25ht

Javoblar: 1)x = Crec+ 2 3ty = —=

= Clet —3C2e 3f;
2)x =el+Cx+Ce 2ty =e(+ O —C2e 2L
3) a= XX+ Ce7t—"t(7t+2),y =-\Cx+\cRe7t +
+E\(/14t 3t- 1),

4) X = Clet + C2e_t + tcht.y =—C2e-t + cht + ts/it.
2. Quyidagi differensial tenglamalar sistemasini  berilgan
boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

2x +y,
x(0) = Ly(0) = 3
=X +2y
dx .
eyl =2y =0
=x+1
dd—)i= x—2y,
dy x(0) = 1,y(0) = 1;
ae XY
fdx _ +7
dt " y '
M =z+x x(0)=-1,y(0) =1,z(0) = 0.
al =Xy
Javoblar: 1)x = 2e3t —et, y = 2e3t +et;
2) x b y=et o
3)x = cost —sint, y = cost;

4) x -t Y: ec =0,
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LLI-BOB. QATORLAR NAZARIYASI ELEMENTLARI
81. Sonli gatorlarva ularning yaginlashishi

Qator  tushunchasi matematik  analizning eng  muhim
tushunchalaridan biri bo’lib, y funksiyalami giymatlarini va integrallami
tagribiy hisoblashda hamda differensial tenglamalami yechishda muhim
o’rin tutadi.

Ta’rif: Agaruv u2,ud...,un, ... cheksiz sonli ketma-ketlik berilgan
bo’lsa, unda

Ul+u2+ L+ "o+ Un+ e = Tk=luk (1)
Ifoda sonli gator deyiladi. Bu yerda w, u2u3 —un, —sonli gator hadlari
un esa uning umumiv hadi deyiladi.

Bunda har ganday natural n soni uchun (1) sonli gatoming un
umumiy hadi ma’lum deb hisoblanadi. Masalan, umumiy hadi

m=(-n+i*,n = 123,.
formula bilan ifodalanadigan sonli gator
12 3 4
2 “R+T7?~2%+
ko'rinishda bo’ladi.
Ta’rif: Berilgan (1) sonli qatoming"dastlabki n ta hadidan iborat

Sn=uw +u2+u34-—2tun=" ukn=123, (2)
k=i
yig'indi bu gatoming n - xususiy vig’indisi deb ataladi.
(2) dan Si=ul(S2=w +u2 S3=ul+u2+uw,.. Sn=ur+
+u2+u34-—--- tun, ni yozish mumkin. Natijada S1,52,S3,...,Sn, ..
hususiy yig’indilar ketma-ketligi hosil bo’ladi. Shu sababli uning limiti
xagida gapirish mumkin.
Ta’rif: Agar S1,S2,S3,...,Sn,... hususiy yig’indilar ketma-ketligi
chekli limitga ega va
rli%woSn =S
bo’lsa, unda (1) sonli gator yaginlashuvchi S esa uning yig’indisi deb
ataladi. Agar
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ko'rinishda yoziladi.
Sonli gatorlarga doir asosiy masala uning yaginlashuvchi yoki
uzoglashuvchi ekanligini tekshirishdan iboratdir.
Birinchi hadi bx va maxraji g bo’lgan geometrik progressiya
hadlaridan tuzilgan
bi + btf + big2+ —+ bign-1 + (3)
gatorni geometrik gator deb ataladi. Uning n ta hadini yig’indisi

5 _ jhzhSI=A.fi_ an\
(] 1 q >
ckanligi ma’lum.

1) Agar |g| < 1bo’lsa, unda
nljpgosn =nI—ID¢;]o|_—E (1 ) qn) =I -q nl—|>rono (1 ) qn) = L—( =S

Demak, \q\ < 1 bo’lganda berilgan geometrik gator yaginlashuvchi
va uning yig’indisi

bo’ladi.
2) Agar q > 1 bo’lsa, u holda
_ b _ B
r'+'>”805” = nl%l——:a lim(gn- 1) =
L m(an - 1) = o

g < -1 bo’lganda esa

mavjud emas. Demak, \q\ > 1 bo’lganda geometrik gator uzoglashuvchi
hn’ludi.
3) Agar g = 1 bo’lsa, u holda berilgan gator

4- + e+ pj ..
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ko'rinishda bo’ladi. Bu holda Sn = nbx bo’lib,
HI_il’rgOSn =nbi = 00
bo’ladi. Demak, bu holda geometrik gator uzoglashuvchi ekan.
4) Agar g = —1 bo’lsa, u holda berilgan gator
bl-b1+bl-b1+- + (-)"*1" + -
ko'rinishda bo’ladi va uning hususiy yig’indisi
y 7 fg¥ agar n tog bo'lsa;
n" lo<agar njuft bo'lsa .
bo'ladi. Bundan esa
7!i»omO S2n = Inin]m = blt nIi[r10052n+1 = Li[rgoo =0.
Demak, g = —1 bo’lganda
lim
mavjud emas va shu sababli bu holda ham gator uzoglashuvchi bo’ladi.

Sonli gator bir gator xossalarga ega. Ular quyidagi teoremalar bilan
ifodalanadi:

Teorema: Agar (1) sonli gatoming chekli sondagi hadlarini tashlab
yuborish bilan hosil gilingan sonli gator yaqginlashuvchi (uzoglashuvchi)
bo’lsa, u holda (1) gatoming o’zi ham yaginlashuvchi (uzoglashuvchi)
bo’ladi. Aksincha, agar (1) gator yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo’lsa,
uning bir nechta hadlarini tashlash bilan hosil gilingan sonli gator ham
yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo’ladi.

Teorema: Agar (1) gator yaginlashuvchi va uning yig’indisi S
bo’lsa, u holda bu gatoming barcha hadlarini biror C 0’zgarmas songa
ko’paytirishdan hosil gilingan

Cly + Cu + =+ Cun + _I Cuk (4)

gator ham yaginlashuvchi va uning yig’indisi C S bo’ladi.
Ta’rif: Berilgan

uk va 3<" v k
va
k=1 fc=l
sonli gatorlaming algebraik yig’indisi deb ulaming mos hadlari algebraik

yig’indilaridan hosil gilingan
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gatorga aytiladi.
Teorema: Agar

utt va
%Zi fr=1
gatorlar yaginlashuvchi bo’lib yig’indilari mos ravishda vaS2bo’lsa, u
holda ulaming algebraik yig’indilari

£(ukzvfy
k=i
sonli gator ham yaqginlashuvchi bo’ladi hamda uning yig’indisi  + S2
bo’ladi.
Teorema: (Qator yaginlashishining zaruriy sharti): Agar (1) sonli
gator yaginlashuvchi bo’lsa, u holda uning umumiy hadi un uchun
limun=20

M —»00
tenglik o’rinli bo’ladi.
Natija. Agar n -» 00 da gatoming n- hadi nolga intilmasa, qator
uzoglashadi.
Garmonik gator deb ataluvchi

()
111 1
|+9+ §+Z+- +h+
gatoming umumiy hadi n = - bo’lib, n -* co daun 0 bo’ladi. Ammo

gatoming o°zi uzoglashuvchidir.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar
1L Umumiy hadi Un = 1 + ~ bo’lgan sonli gator yozilsin.
Yechish: Bu yerdan = 1,2,3,... ekanligini e’tiborga olamiz. Agar'
n=1bo’llsa, Ux=1+1i =2, n=2 bo’lsa, U2=1!1+-= n=3
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bo’lsa, U3 =1+ =7 Nn= 4bo’lsa, (/4= 1+ AL hokazo bo’ladi.

3 L
Demak umumiy hadi Un = 1 + I—_Ibo’lgan gator

3 45 n+1
2+_2+73,+I+_ +---r-]---+

bo'ladi.
2. Umumiy hadi Un = bo'lgan gatoming dastlabki 4 ta hadi
yozilsin.
Yechish: Agarn = 1bo’lsanr = ~ ~ = ’ bo’ladi;
= ’ = =1 =N =
Agarn = 2bo’lsa,U2 ('2_!2)! ! b
_ ) _ @2 36
Agarn = 3 bo’lsa, U3 = @-3p 68 123456 20
| 2 R
Agarn = 4 bo” CH 24-24 _ 1
N 1111
Demak’ 2 -6TO‘TO-
1+1+1+
3 5 7

gatorning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligi tekshirilsin.

Yechish: Berilgan gator uzoglashuvchidir. Chunki

il

nl_l)r);rj]omznl_lpc;]o_zn_-l-_:l_zr!!*rg})n(2+|1_|51=7lﬂ*rp()2+ir: 2/\0_

Ya’ni bu yerda gator yaginlashishining zaruriy sharti bajarilmayapti.
2 Bn
n2+ 1
N1

gator uchun gator yaginlashishining zaruriy sharti bajariladimi?

Yechish:
2n 2
o lim 2 im &
A0 a2y e 1w g T



HRH(1 +32)

Demak, berilgan gator uchun gator yaqginlashishining zaruriy sharti
bajarilyapti.

5. i + L 41 + e gatoming yig’indisi topilsin.

Yechish: Bu gatoming umumiy hadi

i
Un~ 3n- 2)(3n+ 1)
ekanligi ravshan. Ikkinchi tomondan
_ 1 11
U= T 9)@En+ 1) 343n~2) (Bn+ 1)

bo’lgani uchun

1-4+I§+7-10+ (3n-2)(3n+l) 3V 4/ 3va 7/
+i -4+ Ao —-fI—+-—+~ —t b
3\7 107 3 V3n—=2 3n+IJ 3V 10
2= (] =j, M -"
3n—2 3nl++]:|l/ 3V 3n+1/ 3 3n+l _ 3n+I"
Demak, Sn=_"  bo’lib,
3n+l
lim Sn = lim -——--= lim
n->°0 n->o03n + 1 n—*o > A%
n(3 +-
Shunday qilib,
lim Sn—
n->aD

Hu esa gatoming yig’indisi - ga tengllglnl bildiradi.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar

1. Quyidagi berilgan umumiy hadga asosan gatoming dastlabki bir
nechta hadi yozilsin:

DUn =5 A T O D8, = A)4An =2t

2. Quyidagi qatorlarni yig’indisi topilsin:

)~ +~ +“ +—:



2) T2+T13+r4+--

—_— -———+ oo,

), —+——H
123 234 345
Javoblar: 1) 2) 1;3) -.
3.Quyidagi berilgan gatorlami yaginlashish yoki uzoglashishi
aniglansin.
o+ — +
® n+Xx
2) £(-1T"1%
"B
n
Z S|nnT ;
2n -1 113
n=03n+ 2~~2+5+8+""
gator uchun gator yaginlashishining zaruriy sharti bajariladimi?
Javob: Yo'q.

82. Musbat hadli sonli qatorlar va ularning yaginlashish alomatlari

Ta’rif: Agar
o

Ui tu2+usl khinH =N
k=1
gatoming barcha hadlari musbat bo’lsa, u holda unga musbat hadli sonli
gator deyiladi.
Masalan, Un = Un = ,Un = cos2n” qatorlar musbat hadli

gatorlardir.
Teorema (Taqqoslash alomati): Berilgan
[00)

£ uk (1) \a (2)

k=1 en T*
musbat sonli qgatorlar bo’lib, ularning hadlari Uk <Vk (n = 1,2,3,49
shartni ganoatlantirsin. Bu holda quyidagi tasdiglar o’rinlidir:



I. Agar (2) qator yaginlashuvchi bo’lsa, u holda (1) gator ham
yaginlashuvchi bo’ladi va ularning yig’indilari uchun SX(U) < S2(V)
«.hart bajariladi;

Il. Agar (1) gator uzoglashuvchi bo’lsa, u holda (2) gator ham
nfoglashuvchi bo’ladi.

Teorema (Limiticlé tagqoslash alomc%ti): Agar

Kk (1) va Y K (2

=1
musbat hadli gatorlar bo’lib, ularning umumiy hadlarining nisbati
hm U A
i AL

chekli limitga ega bo’lsa, u holda (1) va (2) gatorlar bir paytda
uzoglashuvchi yoki yaginlashuvchi bo’ladi.
Tagqoslash alomatlarida berilgan musbat hadli

00

(1)
K-1
gatorning yaqinlashuvchi ekanligini tekshirish magsadida Un <Vn
(71 > N) tengsizlikni ganoatlantiradigan boshga bir musbat
[00]
Yy (2)

gator garaladi. Bunda (2) qator (1) gator uchun maioranta qgator deb
ataladi. »
Teorema (Dalamber alomatiaj Berilgan

musbat hadli sonli gator uchun

limit mavjud bo’lsin. Bu holda d < 1 bo’lganda gator yaginlashuvchi,
(/ > 1bo’lganda esa uzoglashuvchi bo’ladi.
(d = 1bo’lganda teorema gatorning yaginlashishi yoki uzoglashishi
\agidagi savolgajavob bera olmaydi. Agar
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bo’lsa, gator uzoglashuvchi bo’ladi).
Teorema (Koshi alomati): Berilgan

00

N—x

musbat hadli sonli gator uchun
lim Y Wh =/
limit mavjud bo’lsin. Bu holda | < 1 bo’lganda gator yaginlashuvchi,
| > 1 bo’lganda esa uzoglashuvchi bo’ladi (Agar | = 1 bo’lsa, gator
yaginlashuvchi ham, uzoglashuvchi ham bo’lishi mumkin. Agar
nlLUé]O lyU’\ = o0
bo’lsa, garalayotgan gator uzoglashuvchi bo’ladi).
Teorema (Qator yaqinlashis(i]'ljining integral alomati): Berilgan

musbat hadli sonli gatorning hadlari o’smovchi ketma-ketlikni tashkil
etsin, ya’ni

bo’lIsin. Bundan tashgari x > 1 sohada aniglangan uzluksiz, o’smovchi va
/(1) = Ux,f{2) = U2...f(n) = Uni

shartlami ganoatlantiruvchi f(x) > 0 funksiya mavjud bo’lsin. Bu holda

berilgan

o]

k=1
sonli gator yaginlashuvchi bo’lishi uchun

00

1
xosmas integral yaginlashuvchi bo’lishi zarur va yetarlidir.



Natija:
juw
k=1
sonli qgator uzoglashuvchi bo’lishi uchun / / (x)dx xosmas integral
uzoglashuvchi bo’lishi zarur va yetarlidir.
Ta’rif:
1 1 1 1

Weoptgtae YT

gatorni umumlashgan garmonik gator deb ataladi.
Ul+ U2+ U3A+——f UK+ Wk+l 4—
gatoming dastlabki k ta hadini tashlab
Uk+L + Uk+2 + UK+3 4- o0 4- UK+N 4- oee
gatorni hosil gilamiz. Bu gator dastlabki gatoming qoldig’i deb ataladi. Bu
gatorlar bir vaqgtda uzoglashuvchi yoki yaginlashuvchi bo’ladi.
Chekli sondagi hadlarigina bir xil bo’lgan quyidagi
U\ 45 U2 4- 004 oo 4" Un 4" eee va \j 45V2 45\2 4- oo 4- \[1 4" oee
gatorlar bir vaqtda uzoglashuvchi yoki yaginlashuvchi bo’ladi.
Misollar:

L 1 +1 1 ————— t gatoming yaqginlashuvchi yoki
uzoglashuvchi ekanligi aniglansin.

Yechish: 14— 4t & b = d— &
gatorni garaymiz. Bu gatoming hadlari ikkinchisidan boshlab, maxraji - ga
long bo’lgan geometrik progressiyasini tashkil giladi.Uning yig’indisi 1
I'a teng. Berilgan qatoming hadlari ikkinchisidan boshlab keyingi
gatoming mos hadlaridan kichik. Demak, taqgoslash hagidagi teoremaga
asosan berilgan gator yaginlashuvchi bo’ladi.

2. 14 7=44=4 —b)—;n=4r o
gatoming yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligi aniglansin.

Yechish: Berilgan gator uzoglashuvchidir. Chunki uning hadlari
(ikkinchisidan boshlab) uzoglashuvchi bo’lgan
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11 1
1+2-+3-+ -t -

garmonik gatoming mos hadlaridan katta.

3. Un= (h»+i)3" Va W =3 qatorlami yaginlashuvchi yoki
uzoglashuvchi ekanligi aniglansin.

Yechish: \/h=i gator maxraji q =—l< 1 bo’lgan geometrik
progressiya hadlaridan iborat bo’lganligi uchun y yaginlashuvchidir. Un
gatomi yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini aniglash uchun
limitik taqgoslash alomatidan foydalanamiz. Unga asosan

(n2+ 1e3n_ . .
ng&vj = mm = lim == |im
Demak, limitik taggoslash alomatiga asosan Un gator ham

yaginlashuvchi ekan.
4. Quyidagi musbat hadli sonli qatorlami Dalamber alomati

yordamida tekshirilsin:

m=1*0.

k-1 k=1 k=1 k=i
Yechish:
~ (n+1)3 W+ _ (n+1)3_n3_ (n+)33n
HUn= 4., Un+l — 3n+i ~ 3ml ‘3n~ 3B “

Demak, berilgan gator uchun d =- <1 bo’lgani sababli u
yaginlashuvchidir.

ail, =DL n _ (I‘I+1?! tntl _ (n+1R n (3[1+I)' -3n

Y n 3n< n+l 3n+l >yn 3n+ M+1 J(n +V>
. u 1 X
lim = lim-(n +1) = - lim(n + 1) = co.
>00 |If n->00 3 3 N-»00

Demak, berilgan gator uzoglashuvchi ekan.
; Un+i 1.1 n
+i = - -
3) Un+i n+1 Nt n+l1°n  n+11
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Wyt _ _
Mu U ) r1|—|>r;ro]o’724 17 I'[&) =1

Bu holda d = 1 bo’lgani sababli Dalamber alomati bilan bu gatomi
yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanini aniglab bo’lmaydi. Ammo bu
gator garmonik gator bo’lgani uchun u uzoglashuvchidir.

oy — 1 n | UnH = 1 .1
) ntl  (n+)(n+2) A TAMF)' Lth  (n+l)(n+2) ‘n(n+l) ~ n2

MmN im e == lim =1
Uh

00?l + Z 71~eco
1+H
Bu yerda ham d = 1 bo’lgani uchun Dalamber alomati yordamida bu
gator hagida xulosa chigarib bo’lmaydi. Ammo yugorida biz bu gatomi
yaginlashuvchi va uning yig’indisi 5 = 1 ekanligini ko’rib o’tganmiz.

K *
k=] 4k+ 30

gatomi Koshi alomati yordamida yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi
ckanligi aniglansin.

/ =

I'I+3

Yechish: UQ = (—In+3

= lim = lim = lim =-=1<1
M—eco 4n+3 n~*con (4H—ﬁ| MN->00 4H— n

Demak, berilgan gator Koshi alomatiga asosan yaqinlashuvchidir.
6. Quyidagi qatorlami integral alomati yordamida yaginlashuvchi
yoki uzoglashuvchi ekanligi aniglansin.

* 00

.V 2n vil 1
1]_z:lan

Yechish: 1) Qatoming umumiy hadi Un —f(ri) ni x
o’/garuvchining funksiyasi sifatida garaymiz. Bu funksiya x ning qabul
gilishi mumkin bo’lgan barcha giymatlarida uzluksiz va kamayuvchidir.
SIlnming uchun berilgan qatorni yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi

ekanligini aniglashni
2 d
142X
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xosmas integralni  yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini
aniglashga olib kelamiz.

J—k<> 2X oI 2x .

~lx= lim | Ldx = lim In(x2+ D)|f =

d X2+ P-HBJI X2+ | S K
=/;_i%(ln(+°°) —In2) = In(+00) —In 2 = +0o0.

Demak, xosmas integral uzoglashuvchi. Bundan berilgan gatomi
uzoglashuvchi ekanligi kelib chigadi.

2) Berilgan gatorning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini

aniglashni J2°°- -~ -dx xosmas integralni tekshirish bilan almashtiramiz.

1 . .
x\n 3x X = Ao xin 3, = M5, In 3xd(inx) =
Z/li?co”r2(nz™ | ~ G (r22 ~ 2/n2/?) = 2(n22-

Demak, xosmas integral yaginlashuvchi. Bundan berilgan gatorning
yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

1
L t!@ (n+1)e3n

gatomi yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligi aniglansin.
Yechish: Un = l—l —gatomi \h = iqantor bilan tagqoslaymiz.
Birinchi gatorning har bir hadi (ikkinchi hadidan boshlab) ikkinchi
gatorning mos hadlaridan kichik. Ikkinchi gator maxraji g =~ bo’lgan

cheksiz  kamayuvchi geometrik progressiya bo’lgani uchun u
yaginlashuvchidir. Tagqoslash hagidagi teoremaga asosan berilgan gator
ham yaginlashuvchi bo’ladi.

Mustagil yechish uchun topshiriglar

1Taqqoslash  alomatidan  foydalanib  quyidagi  gatorlarni
yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligi aniglansin.

/\OO /\ CO . 00 00
2™ QIO -2+ 0, Losr
Javoblar: l)uzoglashadi; 2) uzoglashadi; 3)yaginlashadi;
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83. Ishoralari navbatlashuvi va o’zgaruvchan ishorali sonli gatorlar

Ta’rif: Barcha hadlari musbat bo’lgan Ux, U2, V3, ..., Un, ... sonli
ketma-ketlikdan tuzilgan

n

£ (-1)ktlk=ut- u2+u3- ud+- + (-1r +lun+- (un> 0) Q)
k=l

ko’rinishdagi qator ishoralari navbatlashuvchi gator deb ataladi.
Teorema (Leybnis teoremasi): Agar ishoralari navbatlashuvchi
ul-u2+u3-u4d+- + (-1r Hun+ -
gatoming hadlari
Uu>u>Us> -

H%Un =0
bo’lsa, (1) gator yaginlashadi va uning yig’indisi musbat bo’lib u birinchi
haddan katta bo’Imaydi.
Ta’rif: Agar gatoming hadlari orasida musbatlari ham, manfiylari
ham bo’lsa, gator o’zgaruvchan ishorali gator deb ataladi.
Bu ta’rifdan ishoralari navbatlashuvchi gator o’zgaruvchan ishorali
gatoming xususiy holi ekanligi kelib chigadi.
Teorema: O’zgaruvchan ishorali gator
Ul+ W2+ U3+- +Un+~
hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan
[t/x| + \U2\ + \U3\ 4——- 1 |E/n| H—
gator yaginlashsa, berilgan o’zgaruvchan ishorali gator ham yaginlashadi.
Ta’rif: Quyidagi o’zgaruvchan ishorali
U+ WR2+U3H-—-—bUn+ —
gator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan
\UL\ + \U2\+ \U3\ + -+ \U n\ + >
gator yaqginlashsa, berilgan gator absolyut yaginlashuvchi deyiladi.
Ta’rif: Agar o’zgaruvchan ishorali gator hadlarining absolyut
giymatlaridan tuzilgan gator yaginlashuvchi bo’lsa, u holda o’zgaruvchan
ishorali gatoming o0°’zi absolyut yaginlashuvchi deyiladi. Agar keyingi

va
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Sfji(or uzoglashuvchi bo’lib, dastlabki gator yaginlashuvchi bo’lsa, unda
dastlabki gator shartli yaginlashuvchi gator deb ataladi.

Teorema: Agar qator absolyut yaginlashuvchi bo’lsa, uning
liadlarini o’rinlarini ixtiyoriy ravishda almashtirilganda ham y absolyut
vaginlashuvchanligicha goladi. Bu holda gatoming yig’indisi o’zgarmaydi
va gator hadlarining tartibiga bog’liq bo’Imaydi.

Teorema:
M

k=l
gator shartli yaginlashuvchi va uning yig’indisi 5 bo’lsin. Unda bu gator
hadlarining o’rinlarini shunday almashtirish mumkinki, natijada hosil

bo’lgan
n

sonli gator yig’idisi oldindan berilgan ixtiyoriy SO & S soniga teng bo’ladi.

Bundan tashqari
n

gator uzoglashuvchi bo’lishi ham mumkin.

Misollar:
I.Quyidagi gatorlamingyaqinlashishi tekshirilsin:
,h+11
20 3 4 v 'h+lﬁi+

Yechish: 1) Berilgan gatoming hadlari
ketma-ketlikning hadlaridan iborat. Bundan tashqgari quyidagi

munosabat o’rinlidir. Ikkinchi tomondan

1
limUn=Ilim-=20
n->00td
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bo’lgani uchun gator yaginlashishining zaruriy sharti bajarilyapti. Demak,
berilgan gator yaginlashuvchi.
2) Bu yerda ham berilgan gatoming hadlari
111
1'21,31°41°" "n 1™
ketma-ketlikning hadlaridan iborat va uning uchun quyidagi
1 11 1
1>21>3T>4!> >nl>
tengsizlik o’rinlidir. Ikkinchi tomondan

lim th = lim 0.

(ani -
bo’lgani uchun gator yaginlashishining zaruriy sharti bajarilyapti. Demak,

berilgan gator yaginlashuvchi.
sina ,,, sin2a in3a sinna

g 208 Pt g PR 3T e
12 22 32 n2
gatoming yaginlashishi tekshirilsin, bunda a istalgan son.

Yechish: Berilgan gator bilan birga

|sina] , |sin2a] , |sin3a A

I~ +r21+12 -+ 71+

111 1

12+ r2+ 32+ +7~ H
gatorlami qaraymiz. Bu qator yagqinlashuvchidir. Berilgan gatoming
hadlari bu gatoming hadlaridan katta emas. Demak, berilgan gqator
yagilashuvchidir. Lekin ko’rib o’tilgan teoremagaasosan, berilgan
0°zgaruvchan ishorali gator ham yaginlashadi.

3i- i2 + 5 i4 + . eqator tekshirilsin.
Yechish: Berilgan gator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan

garmonik gator

111 1
|+5+_3+I+_+n_+_

uzoglashuvchidir. Lekin Leybnis teoremasiga asosan berilgan  gator

yaginlashuvchidir. Chunki uning hadlari —>>  ketma-ketlikning
hadlaridan iborat va uning uchun
111 1
1>->->->->->000
2 3 4 n

bo’lib, shu bilan birga
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. _. 1
nILlI! Lh_ﬂ-llg)]?i =0
Bundan esa berilgan gatoming shartli yaginlashuvchi ekanligi kelib
chigadi.
4.1 + i + 16 —s2~— dator yaginlashishga tekshirilsin.

Yechish: Berilgan gatoming hadlarining absolyut gqiymatlaridail
luzilgan

1 1
+4+8+16+32
gatomi garaymiz. Bu gator maxraji i bo’lgan geometrik progressiya

bo’lgani uchun u yaginlashuvchidir. Demak, berilgan qator absolyut
yaginlashuvchi gator bo’ladi.

Mustagil yechish uchUn topshiriglar
I.Quyidagi gatorlamingyaginlashishjni tekshirilsin.

1)1 V2 + V3 V4 +

3) 1

2In2  3In3 ~ 41n4
Javoblar: 1) Yaqginlashadi, lekin absOivut emas'
2) absolyut yaginlashadi; 3) yaginlashadi, lekin absolyut emas.

2-Quyida berilgan gatorlaming dastlabki 6 ta hadi yozilsin vu
yaginlashishga tekshirilsin.

(-n~ -n".  .w asl
« 1 NN - « 1 V2n+1° 3) 1

Javoblar: 1) Absolyut yaginlashadi; 2) yaqinlashadi, lekin absolyut
emas; 3) uzoglashadi.

3. Quyida berilgan ishoralari  navbatlashuvchi  gatorlarni
yaginlashuvchi ekanligi ko’rsatilsin va u]ami tagribiy qjymatlari 0,01
gacha aniglikda hisoblansin
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Zﬁnii-oimﬁ)(nﬁ)'
Javoblar: 1) 0,96; 2) 0,04.

4, Quyidagi qatorlaming qaysi birlari absolyut yaginlashishi
aniglansin:
n+l.
92 (2n-1)2
041 I.-Lj-i. L n(_ian+ii. L+,
>~ 2 22+3™ 23—+ — n Zn+

3) ‘I]n‘Z‘_Ihé ¥ i]nﬂ st ot (-Dnppt

Javoblar: 1) Absolyut yaginlashadi; 2) absolyut yaginlashadi;
3) shartli yaginlashadi; 4) shartli yaginlashadi.

84. Funksional va darajali gatorlar

Ta’rif: Agar Un(x),n =0,1,2,3,..., biror D sohada aniglangan
funksiyalaming cheksiz ketma-ketligi bo’lsa, ulardan tuzilgan

+ux) + H, O+ :§/uk(x) @

gator funksional gator deb ataladi.
X ga anig son giymatlar berib, turli sonli gatorlami hosil gilish
mumekin. Ular yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo’lishi mumkin.
Ta’rif: Agar n1=m0 nuqgtada (1) funksional gatordan hosil
bo’ladigan

U1{x0)+U 2(x0) 4"'+Un(x0+ yUk(xO) (2)
k=I

sonli gator yaginlashuvchi bo’lsa, u holda (1) funksional gator x —x0
nugtada yaginlashuvchi deyiladi.
Ta’rif: x ning berilgan funksional gatomi yaginlashuvchi gatorga
aylantiradigan giymatlari to’plami gatoming yaqginlashish sohasi deyiladi.
Qatoming yaginlashish sohasidagi yig’indisi x ning biror S(x)
funksiyasidan iborat bo’ladi.



(1) gator dastlabki n ta hadi yig’indisini Sn(x) bilan belgilaymiz.
Agar gator yaginlashuvchi va uning yig’indisi S(x) ga teng bo’lsa, u
liolda

SCO =sn(0 + m(x)

bo’ladi. Bu yerda rn(x) quyidagi Un+1(x) + Un+2(x) — qator
yig'indisidir.
Ya’ni
m(0 = un+l(x) + Un+2(x) + - = uk(x)
fofetl

Bu holda rn(x) (1) gatoming qoldig’i deyiladi. x ning gatomi
yaginlashish sohasidan olingan barcha giymatlarida
*i_%Sn(x) = S(x)
munosabat o’rinli bo’ladi. Shuning uchun
r%i_%sn(x) =7£|>(n11) [S(x) - Sn(x)] = 0O
bo’ladi. Bundan esa yaginlashuvchi gatoming rn(x) qoldig’i n -> <o da
nolga intilishi kelib chigadi.

Ta’rif: Agar hadlari musbat bo’lgan shunday
al+a2+a3+ee+an+ — 2
yaginlashuvchi sonli gator mavjud bo’lib, x ning berilgan sohadan olingan

barcha giymatlari uchun
K((x)| < alf|u2(x)|] < a2.....lun(x)| < an,.. (3)
munosabat bajarilsa, u holda
Ui(x) + u2(x) + u3(x) + - + un(x) + eee 4)
funksional gator x ning bifor o’zgarish sohasida kuchaytirilgan gator deb
ataladi.
Ta’rifdan biror sohada kuchaytirilgan gator shu sohaning barcha
nugtalarida absolyut yaginlashuvchi bo’lishi kelib chigadi.
Teorema: ux(x) + u2(x) H—--—- tun(x) H—
Funksional qator [a,b] kesmada kuchaytirilgan gator bo’lsin. S(x) bu
gatoming yig’indisi va Sn(x) bu qator dastlabki n ta hadining yig’indisi
bo’lIsin. Bu holda istalgan kichik e > 0 son uchun shunday N musbat son
topiladiki, barchan> N da [a, b] kesmadan olingan har ganday x uchun
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ISO) -Sn(x)| <£
tengsizlik bajariladi.

Ta’rif: Agar ixtiyoriy har gancha kichik e > 0 uchun shunday N
nomer topilsaki va barcha n> N bo’lganda [a, b] kesmadan olingan
ixtiyoriy x uchun

ISO) -sn0)1l < £
tengsizlik bajarilsa, u holda
LLO) + u2(x) + s+ itnO) + —
funksional gator [a, b] kesmada tekis yaginlashuvchi deyiladi.

Kuchaytirilgan gator tekis yaginlashuvchi gator bo’ladi.

Biror [a,b] kesmada uzluksiz bo’lgan fimksiyalardan tuzilgan
yaginlashuvchi

wO)+u20) H——tunO) H—
gator berilgan bo’lsin.

Teorema: Biror [a, b) kesmada uzluksiz bo’lgan funksiyalardan
tuzilgan kuchaytirilgan gatoming yig’indisi shu kesmada uzluksiz
funksiyadir.

Eslatma: Chekli sondagi uzluksiz funksiyalaming yig’indisi uzluksiz
funksiya bo’lishi hagida ilgari aytib o’tgan edik. Qatorning yig’indisi
uchun bu xossa 0’z kuchini yo’qotadi. Hadlari uzluksiz bo’lgan ba’zi bir
funksional qatorlaming yig’indisi uzluksiz funksiya bo’ladi, hadlari
uzluksiz bo’lgan boshga funksional gatorlaming yig’indisi uzlukli
funksiya bo’ladi.

Teorema: [a,b] kesmada kuchaytirilgan bo’lgan uzluksiz
funksiyalaming quyidagi

w O) +u20) d— +un0) d—
gatori berilgan va uning yig’indisi 50) bo’lsin. Bu holda [a, b] kesmaga
tegishli bo’lgan a dan x gacha chegarada 50) dan olingan integral
berilgan qgator hadlaridan shunday chegarada olingan integrallar
yig’indisiga teng, ya’ni

X X X X
JS(t)dt = Ju"tydt + Ju2(t)dt 4 }Jun(t)dt +

d a a a
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Eslatma: Agar gator kuchaytirilmagan bo’lsa, gatomi har doim ham
liadlab integrallash mumkin bo’lavermaydi. Buni berilgan gator
yig’indisini f*S(t)dt integrali har doim uning hadlari integrallarining
yig’indisiga teng bo’lavermaydi degan ma’noda tushunish kerak.

Teorema: Agar [a b] kesmada hosilalari uzluksiz bo’lgan
funksiyalardan tuzilgan

w(x) +u2(x) + +un(x) + -
gator shu kesmada S(x) yig’indiga yaginlashsa va uning hadlari
hosilalaridan tuzilgan
Ui'(x) + u2'(x) + e+ un'(x) H—
gator o’sha kesmada kuchaytirilgan bo’lsa, hosilalar gatorining yig’indisi
boshlang’ich gator yig’indisining hosilasiga teng, ya’ni
S'(X) = u/OO + U2\X) + s+ UN\X) + oo

Eslatma: Hosilalar qatorining kuchaytirilgan bo’lishini talab etish
ahamiyatlidir. Bu shartning bajarilmasligi gatomi hadlab differensiallab
bo’Imaslikka olib kelishi mumkin.

Ta’rif: aOEarx+a2x2¢--—--tanxn H—  ko’rinishdagi funksional
gator darajali gator deb ataladi, bunda

a0,al,a2,.:,an,.. o’zgarmas sonlar bo’lib, ular gatorining
koeffitsientlari deyiladi.

Darajali qgatorning yaginlashish sohasi biror oraligdan yoki bitta
nugtadan iborat bo’lishi mumkin.

Teorema (Abell tcoremasi): 1) Agar darajali gator argumentning
noldan fargli biror x0 giyfhatida yaginlashsa, x ning

x| < [xO]
tengsizlikni ganoatlantiruvchi har qganday giymatlarida u absolyut
yaginlashadi.

2) Agar darajali gator argumentning noldan fargli biror x0 giymatida
uzoglashsa, x ning

X\ > |x0]
tengsizlikni ganoatlantiruvchi har ganday giymatlarida u absolyut
uzoglashadi.
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Teorema: Darajali gatoming yaginlashish sohasi markazi
koordinatalar boshida bo’lgan intervaldan iboratdir.

Darajali gatoming yaginlashish intervali (—1 ! bo’lib uni
1 i | Qn |

R=17 d@yaman YK R= 55
700
dan topiladi. Bu yerda R =y darajali gatoming yaqinlashish radiusi

deyiladi.

Teorema: a0+alx+a2x 24--—-- Tanxn H—
darajali qator butunlay yagqinlashish intervali ichida yotuvchi istaigan
[, p] kesmada kuchaytirilgandir.

1- Natija: Yaginlashish intervali ichida butunlay yotuvchi har gand
kesmada darajali gatoming yig’indisi uzluksiz funksiyadir.
2- Natija: Agar integrallash chegaralari a, [L darajali gatomi

yaginlashish intervali ichida yotsa, gator yig’indisining integrali gator
hadlaridan olingan integrallar yig’indisiga teng bo’ladi.

Teorema: Agar

5(x) = ao+c”x+a-"+a3+a*n:4+ +anxn H—
darajali gatoming yaqinlashish intervali (—R,R) bo’lsa, u holda gatomi
hadlab differensiallashdan hosil gilingan
<p(X) = al+2a2x+3a3x24-—-hnanxn-1 H—
gatoming ham yaqginlashish intervali (—#, 1) bo’ladi; bunda |x|] < R
bo’lsa, (p{x) = S'(x) bo’ladi.

Teorema: Agar berilgan darajali gator (—R,R) oraligda
yaqginlashuvchi bo’lsa, uning yig’indisini ifodalovchi S(x) funksiya bu
oraligda ixtiyoriy marta differensiallanuvchi bo’ladi. Bunda Sm(x),
m = 1,2,3,... hosilalar berilgan darajali gatomi ketma-ket m marta hadlab
differensiallash orqgali topiladi. Bunda hosil bo’ladigan darajali
gatorlaming yaqginlashish sohasi (—R, R) oraligdan iborat bo’ladi.

00

a0+alx+a2x2{-—-tanxn + 7 akxk

gator bilan birga
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ijjilorni ham darajali qator deb ataladi. Agar ikkinchi gatorda ¢ = 0 bo’lsa,
hirinchi gator hosil bo’ladi. Birinchi gator yaginlashuvchi va yaginlashish
radiusi R bo’lsa, u holda ikkinchi gator ham yaginlashuvi va yaginlashish
sohasi (¢ —R,c + R) dan iborat bo’ladi.

Misollar:

L 1+x+x2+x3H-—Vxn/— funksional gatomi yaginlashish
sohasi topilsin.

Yechish: Bu gator maxraji x bo’lgan geometrik gatordir. Agar
|X| < 1bo’lsa, berilgan gatoming hadlari cheksiz kamayuvchi geometrik
progressiya hadlaridan iborat bo’lib, bu holda uning yig’indisi ga teng
bo’ladi. Ya’ni

S(X) = 1+ x +x2+x3H— +xnH— = T
bo’ladi. Demak, berilgan gatoming yaginlashish sohasi (—i; 1) dan iborat
bo’ladi.

cosnx
+

gator kuchaytirilgan gator ekanligi isbot gilinsin.

Yechish: x argumentning (—e0; +00) oraliqdagi barcha giymatlarida
cC

munosabat o’rinlidir. Bundan tashqari

gator yaginlashuvchidir. Demak, berilgan gator kuchaytirilgan qator
la’rifini ganoatlantiradi.

4+ oo

gator yaginlashuvchi va uning yig’indisi uzlukli funksiya ekanligi
ko’rsatilsin.

Yechish: Berilgan gatoming hadlari x ning barcha giymatlarida
u/luksiz funksiyalardir.



s, (*) = (*; -Xx)+ k) +(I_J) +..+
= XA+l - X

1
Demak, Sn(x) = xzn+i _ JT
Agar x > 0 bo’lsa,

5 =i™ Snpr = (*2HT- x) = 1- X
Agar x < 0 bo’lsa,

5 = WE>5nr = JI™ (-[*]2n+T - x) = -1 - Xx;

Agar x = 0 bo Isa, S,,(x) = 0 bo’lib, bu holdaS = lim Sn(x) = 0.

Shunday qilib, biz quyidagilarga ega bo’ldik: e

X < Obo'lganda S(x) = — —x,

X = 0bo'lganda 5(x) = 0,

X > Obo'lganda S(x) = 1 —x.

Bulardan berilgan gatoming yagqinlashuvchi va uning yig’indisi
uzlukli funksiya ekanligi kelib chigadi.

sinl4x sin24x sin34x sinn4x

4 * 4 27 4 R + ’
gator kuchaytirilgan gator ekanligi va uning hadlarini hosilalaridan
tuzilgan gator esa uzoglashuvchi ekanligi ko’rsatilsin.

Yechish: x ning istalgan giymatida bu gator hadlari ning absolyut
giymati hadlari musbat bo’lgan yaqginlashuvchi

1 1 1 1

12T 22 32 n2
sonli gatoming hadlaridan kichik. Demak, berilgan gator kuchaytirilgan

gator bo’lib y uzluksiz funksiyaga yaqginlashadi.
Berilgan qgator hadlarining hosilalaridan tuzilgan
COSX *+ 22co0s24x + 32C0S24x + e+ n2cosSn4dx + e
gator uzoglashuvchidir. Chunki x = 0 bo’lganda, y
1+ 22+ 32+ —fn2+ e
gatorga aylanadi. Bu gator esa uzoglashuvchidir.
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5. I +X +x2+x3 — + *” + e gatoming yaginlashish oralig’i
lopilsin.

Yechish: Dalamber alomatidan foydalanamiz. Bunda un+l = xn+l
va un —xn ekanligi ma’lum.

7141
= lim |*| = |*|.

Demak, |*| < 1 bo’lganda, vya’ni (—1;1) oraligda qator
yaginlashuvchidir. x = —1 vax = 1 bo’lganda gatomi Dalamber alomati
yordamida aniglash mumkin emas. Lekin x = —1 va x = 1 bo’lganda
gatomi uzoglashuvchi ekanligini ko’rsatish giyin emas.

6. » 4 -+ “TH----b"7 d— qatoming yaginlashish oralig’i
topilsin.

Dalamber alomatini qo’llaymiz:
XL en!
o xne(n+ 1! nsoin+ 1

=0< 1

Limitning x ga bog’lig emasligi va birdan kichikligi tufayli berilgan
gator x ning barcha giymatlarida yaqinlashadi.

7. 1+ x +(2x)2+ (3x)34---1(nx)n + e qatorni Yyaginlashish
oralig’i topilsin.

Yechish: Berilgan “gatomi x = 0 bo’lganda yaginlashuvchi ekanligi
ravshan. x = 0 dan fargli, hamma giymatlarda uzoglashadi. Chunki x ning
noldan fargli har ganday giymatida n -» 0 da (nx)n -* oo.

8. X + *(“1)a 177 — darajali gatoming
yaginlashish radiusi topilsin.
Yechish: an = (-1)n-1~, antl=(-1)n~

Darajali gatomi yaginlashish radiusini topish uchun Dalamber
alomatini qo’llaymiz.
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. T n 71+
) H’%ﬁmﬂl_ it Ay, oL IIrl]co(1 * ﬁy L

Demak, berilgan gatoming yaqinlashish radiusi R =1 va
yaginlashish oralig’i (-1; 1) dan iborat ekan.
1+N*+¢d X2+ 2x3+- +¢ ¢ nxn+- darajali

gatomi yaginlashish radiusi topilsin.
Yechish: Bu gatomi yaginlashish radiusini topish uchun

Koshi alomatidan foydalanish qulaydir. Unga asosan

— i . 6ti+5 i 6+ _
R= "[,371+1" rr'>n303l'l+ 1 n"cgoSn +1 r+'>n>800 -
6n+5 J+n

Demak, R = 2.

10, 1—X +X2—Xx3+ e+ (-|)nxn + darajali gator hadlab
integrallansin.

Yechish: Berilgan darajali gatomi yaginlashish oralig’i (—Z; 1)
oraligdan iborat. Shuning uchun uni [0;t]c(—L; 1) kesmada hadlab
integrallash mumkin. U holda berilgan gatoming yig’indisi

Ssw =rb
dan olingan integral gator hadlaridan olingan integrallar yig’indisiga teng
bo’ladi. Ya’ni,
t

d I 4 n+l
61X _|n(1+l)—,ﬂ.r')ls+¥—?l'(+ +(—l)’»x—_ +—-l<n<1
®

. 1 i o1 1 .
I sin3" + £(x - 4)n =sin31+sin3- (x —4) +sin3- (x —4)2+
n=0

gatoming yaginlashish radiusi topilsin.
Yechish: Dalamber alomatidan foydalanamiz:



sirr 'sin
. . + R +
m 2= tim Mgy MU g 02
-» 00 I H H
n+?2 |<SlnnTr/ SNy 4oy

Bu }/erda biz limitni hisoblashda 7I|7i»g;1 —= 1 ajoyib limitdan

I'oydalandik. Berilgan gator x - 4 ning darajalari bo’yicha gator bo’lgani
uchun uning yaginlashish sohasi —< x —4 <1 yoki 3<x <5 dan
iborat bo’ladi.

Mustagqil yechish uchun topshiriglar
1 Quyidagilardan gaysi biri funksional gator emas ?

' cos™Mx 2 Z sin nx
7217! (n+12 o= (n+1)2"
€osnX + sinnx Zcos"nx + sif®nx
e (n+DH2 b (n+ 1y '
Y 1n/2 4 3nx
2- nZ_I (n —1)!

gatorni [0,a](a > 0) kesmada yaginlashuvchi va uning yig’indisi uzluksiz
lunksiyadan iborat ekanligi isbotlansin.

3. |X] < 1bo’lgandal+ x +x2+ x3+ e gatoming yig’indisi va
goldig’i topilsin hamda [0,"] kesmada tekis yaqginlashishi ko’rsatilsin.

4. Quyidagi gatorlaming qaysi biri ko’rsatilgan kesmalarda
kuchaytiril gan gator bo’ladi ?

1)1+X’\+X’\2+’3\2+ + At (0<x<1)

22'1+-+- + - s X (0 < x < 1)
12 3 nA

. sinx 4 sin2x , sin3x sinnx

of 2 175, 45 ¢ (0: 1n).

Javoblar: 1) kuchaytirilgan; 2) kuchaytirilgan emas;
1) kuchaytirilgan.
5.Quyidagi funksional gatorlami yaginlashish sohasi topilsin.



® o o
o r(x+2)n' "y%jl ......... LA 7(lr=11+ X)(n +x + 1)
Javoblar: 1)(-00; -3] U(-1; +00); 2)x ®| + Kkn, K € z;
3) X P-k (k= 1,23, )
I.Quyidagi funksional gatorlami yaqinlashish sohasi topilsin.
[og]

1 1 Ignx
AN+ - 2> X
tgx y tg3x N tg4x N
22 32 42  4>L:

Javoblar: 1) —1) n (1; +00); 2) [0.1; 10];
3) —jT<x< T,k = 0,+1,+2,... 4) (—00; +00).

7. Quyidagi darajali gatorlarni yaginlashish sohasi topilsin.
X2 23 x4 °

1)x+Y +Y + 4 2) 2)nx2
2M-1
(-)"-1 2rt 4
n=1
A TB V- (12
5> 7 oTTo!(j:+5) =
71=1 Nn=1

javoblar: 1) [-1; 1); 2)(-"~,"); 3)fagatx =0

dayaqginlashadi. 4) [3;5]; 5)(-°°; +°°); 6)|x| < 4.
" 1

' r|1_1(n +x)(n + X+ 1)
gatomi (-1; +o00) oraligda hadlab integrallash mumkinligini ko’rsating va
integrallang.

9. Quyidagi gatorlaming yaginlashish intervallari aniglansin va
ulaming yig’indilari topilsin:

1) 1- 3x2+ 5x4- 7x6+
Ko’rsatma. S yig’indini topish uchun avval  sdx topilsin.

8

X2 X3
2 )x +y +t+ -

-144-



Ko’rsatma. Avval Etopilsin.

l-x2

(1+x2)2° 2)[—1; 1) bo’lganda

Javoblar: 1) |x| < 1 bo’lganda
- In(l —x).

85. Teylor va Makloren gatorlari

Quyidagi berilgan
a0+ ar(x - x0) +a2(x - x0)2+ a3(x - x0)3+ —+ an(x - xO)n+ Q)
darajali qgatoming vyig’indisi (x0- R,x0+ R) vyaginlashish oralig’ida
ixtiyoriy marta differensiallanuvchi biror S(x) funksiyani aniglashi
ma’lum. Bunga aksincha masalani, ya’ni vyig’indisi berilgan fix)
funksiyaga teng bo’lgan darajali gatomi topish masalasini garaymiz.
Bunda f(x) funksiya biror x = x0 nuqta va uning biror atrofida ixtiyoriy
marta differensiallanuvchi deb hisoblanadi.
Aytaylik x = x0 nugtaning biror atrofida
f{x) =a0+ar(x- x0) + a2(x - x0)2+ - + an(x - x0)n + e (2)
tenglik o’rinli  bo’lsin. Bundagi an(n = 0,1,2,...) koeffitsientlami
topamiz. Berilgan gatorda x = x0 deb olsak, u holda
a0 =f(*o)
bo’ladi. (2) darajali gatomi hadlab differensiallab
fix) =ax+ 2a2ix - x0) + 3a3(x - x0)2+ —+ nan(x - x0)n 1 +
tenglikni hosil gilamiz va unda x = x0 deb olib
* al =/1'(*)
ni topamiz. Oxirgi gatorni yana differensiallab
fix) =2¢la2+ 3¢2a3(x- xO)+...+n(n - Dan(x- x0)n~2 + ¢
darajali gatomi hosil gilamiz va unda x = x0 deb olib

fixo) fixo)
a2

1-2 21
ni topamiz. Bujarayonni davom ettirib
f{”r\ﬂx 9 =123,

ni hosil gilamiz. Topilgan koeffitsientlardan foydalanib
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/00) +~ O - *0)+~  (*- xoY+-m+[ [ 1(X- xo)+=  (3)
ni hosil gilamiz.

Bu darajali gator fix) funksiya uchun Tevlor gatori deb ataladi.

Berilgan f(x) funksiya bo’yicha hosil gilingan (3) Teylor gatorini
garayotganimizda quyidagi 3 hoi bo’lishi mumkin:

-(3) darajali gator x = x0 nugtadan boshga barcha nugtalarda
uzoglashuvchi;

-(3) gator yaginlashuvchi, ammo uning yig’indisi berilgan fix)
funksiyadan fargli boshga funksiyani ifodalaydi;

-(3) gator vyaginlashuvchi va uning vyig’indisi berilgan fix)
funksiyaga teng. Demak,
fix) =A*0)+"Neo) + 2~ f"ix0Q+..+" [ C n(Xo)+..

Ma’lumki, biz ilgari
fix) =fix0)+~ fixo+{ff"ixo+- +/ o f nixo) +
+Rnix)

Teylor formulasi bilan tanishganmiz. Bu yerda Rnix) qoldiq had deb
ataladi va u quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

Rnix) = - g jyr / (n+1)["0 + Oix - x0)10<e<1.

Bundan -* co bo’lganda /?,,(*) -» 0.
Agar Teylor gatorida xO = 0 deb olsak, u holda Teylor gatorning
xususiy holi bo’lgan quyidagi Makloren gatori hosil bo’ladi.

fix) =fi0)+jjf’10) +££10) +- +~"f(")i0) +-

Bunday ko’rinishdagi darajali gatorlar bir gator tatbiglarga ega.

Ba’zi hollarda fix)dx integral ostidagi f(x) funksiyaning
boshlang’ich funksiyasi elementar funksiya bo'lmaydi va uni hisoblash
giyin bo’ladi. Bunday hollarda fix) ning boshlang’ich funksiyasi darajali
gatorlar orgali ifodalanishi mumkin, Buning uchun integral ostidagi/(x)
funksiyaning Makloren gatorini topamiz va uni hadlab integrallaymiz.

Darajali qatorlardan differensial tenglamalami yechishda ham
foydalanish mumkin. Agar berilgan differensial tenglamaningy umumiy
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vechimini aniq topish usuli bizga noma’lum bo’lsa yoki y elementar
limksiyalarda ifodalanmasa, unda yechimni darajali gatorlar yordamida
lopish mumkin. Buning uchun bu yechim
y = c0+ cxx + c2X2 4 e+ cnxn H—

darajali  gator ko’rinishida izlanadi. Bu yerdagi noma’lum
cn(n = 0,1,2,...) koeffitsientlar darajali qatorni berilgan differensial
lenglamaga qo’yish va hosil bo’lgan tenglikning ikki tomonidagi x
0’zgruvchining bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlami tenglashtirish
orgali topilishi mumkin.

Misollar:

I./(x) = sinx funksiya Makloren gatoriga yoyilsin.

Yechish: Dastlab f(x) = sinx funksiyaning turli tartibli hosilalarini
topamiz va ularni x = 0 bo’lgandagi giymatlarini hisoblaymiz:

f(x) = sinx,f(0) = sinO = 1,

f'(x) = cosx = sin (x + f'(0) =cosO = 1,

fix') = -sinx =sin(x+ 2+ /"(0) = 0;

f'(x) = -cosx =sin(x + 3¢ /"'(0) = -4

fIV{X) = sinx = sin(x + 4« f IV{0) = 0;

[ (M)(ac) = sin(x +ne [M(0) =sin(x+ne

Bulardan berilgan funksiyaning juft tartibli barcha hosilalari x = 0
bo’lganda nolga tengligini ko’rish mumkin. Shuning uchun berilgan
funksiyani Makloren qatoriga yoyilmasida fagat x ning toq darajalari
gatnashadi.

Uni yozamiz: et

x3 x5 x7 1y n
(2n - 1)!

2.f(x) = e* funksiya darajali gatorga yoyilsin.

Yechish: Berilgan funksiyani va uning hosilalarini x = 0 nugtadagi
giymatlarini hisoblaymiz.

fix) =exsfix) =f"{x) =/""(*) = - =/ (nto = e*
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/(0) =/(0) =/"(0) =/"(0) = ~/<n>(0) = e° = 1
Demak, fix) = ex funksiyaning darajali qgatorga yoyilmasi
quyidagicha bo’ladi:

. X X 2 X 3 X 4 Xn
fix) =ex=1+ - + —+—+ +
+ nT +

3.f(x) = e~x funksiya uchun Makloren gatori yozilsin.

Yechish: Berilgan funksiyani Makloren gqatorini yozish uchun
f(x) = ex funksiya uchun yozilgan Makloren gatoridagi x ni—x bilan
almashtirish kifoya. Demak,

IW =e*F=i- 2+ 0 TN T s iy

4./(x) = cosx funksiya Makloren gatoriga yoyilsin.

Yechish: Bu funksiya uchun ham ixtiyoriy tartibli hosila mavjud va
ular
fix) = -sinx,f"(x) = —cosx, f"(x) =sinx, /'v(x) = cosx,
fix)=-sinx,...,fn+\x) =/ (NW. n=10,1,2,...
tengliklar bilan aniglanadi. Bu yerda quyidagi tengliklarga eag bo’lamiz:
/(0) = 1,/'(0) =0,/"(0) = -I,/""(0) =0,/'v(0) = 1,...,

J(27(0) = (_i)n  ~(2n+1)(0) = o.
f{x) = cosx funksiya uchun ham uning hosilalarini
[ (n)(x) = cos (x + —n)

ko’rinishda yozish mumkinligini e’tiborga olib ixtiyoriy x uchun
|/<n)(x)| < i ekanligini ko’ramiz. Demak, /(x) = cosx funksiyaning
Makloren gatori (—eo; +00) oraligda yaginlashuvchi va
X2 x4 X6 20
cos5Ar=1--+- - - +

5./CO = (1+0” funksiya darajali gatorga yoyilsin.

Yechish: Bu funksiyani hosilalarini topamiz:
fix) =m({ +x)m“\ fix) =mim - 1)(1 + x)m~2,
f"'ix) = mim - DH(m - 2)(1 + x)m-3, ...,

f \x) =mim- )(m - 2)e..o(m-n+ 1)1 +x)m-n,n =012 ..



Berilgan funksiyani va uning hosilalarini x = 0 nugtadagi
giymatlarini hisoblaymiz.
/(0) = 1,/'/(0) =m, /"(0) =m(m- 1), /™(0) =m(m- 1)«
e(m-2),/(M@O) =m(m- D(m - 2)e...o(Mm- n+ 1)

Bulami berilgan funksiya uchun Makloren qatorini yozish

formulasiga go’yamiz. Natijada,

m(m-1) O 4 m(m- Il)(m 2)

(L +x)m=1+-x+ R L .+

n!
gator hosil bo’ladi. Bu gatomi binomial gator deb ataladi.

6.f{x) = In (1 + x) funksiya uchun Makloren gatori yozilsin.

Yechish: Berilgan funksiyani va uning hosilalrini x = 0 nugtadagi
giymatlarini topamiz:

f{x) = In(l +x), /(0) =In(l +0) =ini = 0;

fiX) =px fi0)=1T5=1"

fix) = gz M0) =-1:
I"(%) = efy 17(0) = 1-2;
1-2-3

f V(x) = - (1444 [1y(0) = -1 ¢2+3;
rco = 2% Yoy =1-2-3-4;

(1+x)s"

/ (n)CO = [ TY0) = o(n~ 1!
Topilganlami Makloren gatori formulasiga go’yamiz:
A2 3 y4 yn
- - N _ N N - -1 - - -
In(l+x) =z 2+3 4+ +(-ir 1n +

7.fix) =sinx funksiya uchun yozilgan Makloren qatoridan
foydalanib sm10° ni giymatini 10~5 gacha aniglikda hisoblansin.
Yechish: 10° = ¢ 0,174533 bo’lgani uchun,

1INn°= - —(—)\)3+ —[—/15 ——--- 7
sm10® = g 3"‘18)7 5r18 7r18>+
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Birinchi ikkita had bilan chegaralanib, quyidagi tagribiy tenglikni
hosil gilamiz:
T T 1/NN3
sinlO _SmTS 18 6V18/)
8./ae_* dx integral hisoblansin.
Yechish: Bu integral ostidagi e-*2 funksiyaning boshlang’ich
funksiyasi elementar funksiya bo’lmaydi. Shuning uchun bu integralni
hisoblashda ex ning yoyilmasidagi x ni — 2 bilan almashtirib, integral
ostidagi funksiyani gatorga yozamiz:

= 0,173647.

.2n

‘=1 - 7 +(-ir-+

+
11 2r 3l
Bu tenglikni ikkala tomonini 0 dan a gacha chegarada integrallab,

quyidagiga ega bo’lamiz:

fo. _x2 fx X3 , XS X7, \ a3
Jo e X ~ VI -3+ 215 317 J N3+ 215 317

0
Bu tenglikdan foydalanib a ning istalgan gqiymatida berilgan

integralni ixtiyoriy darajada aniglik bilan hisoblash mumkin.
9-fo~"~dx integral hisoblansin.
Yechish: Dastlab sinx uchun yozilgan gatomi har bir hadini x ga

hadma-had bo’lib 22 uchun gatomi hosil gilamiz.
y3 y5 7

smrE=* - +1- - f -
bo’lganligi uchun

sinx X2 x4 x6

~T~=1 _3Y+5Y T7[+
gatomi hosil gilamiz. Bu gatorx ning barcha giymatlarida yaginlashadi.
Uni hadlab integrallasak:

sinx a3 a'
mix = a — m +
31«3 51-5 71-7

hosil bo’ladi. Bu yerda a har ganday bo’lganda ham gatoming yig’indisini
istalgan darajada aniglik bilan hisoblash mumkin.



Mustagil yechish uchun topshiriglar

1.fix) —e x funksiyani darajali gatorga yoying.

y2 y3 va v5

\]aVOb: l —X + E --73-!' HZE____-S_!_-_l_

2-7100 = ex va /2(x) = e_x funksiyalarni darajali gatorga
yoyilmasi dan foydalanib (fiiix) = shx va (p2ix) = chx lami darajali
gatorga yoyilmasi yozilsin.

y3 y5 y7 v2 y4 y6

Javob: S/tx = * +- +-+ - +eee: cla=1 + - +- +

3./(x) = (1 4 x)m funksiya uchun yozilgan binomial gatordan
foydalanib A (x) = va /2(x) = funksiyalar darajali gatorga
yoyilsin.

Javob: — = 1—x + x2—x3+

I+x

1 _ 4 13,2 135
viar - 1 gx 4:2_4xg ’X:71+

2-4-6
Afix") = In (1 - x) funksiya darajali gatorga yoyilsin.
_ y2 y3 4
Javob: In\gl - x% = X g
5 .fix) = ni X ning darajalari bo’yicha gatorga yoying.

Javob: 1 —x2 + x4 —x6 +
6. fix) = arctgx ni x ning darajalari bo’yicha gatorga yoying.

Javob: X—at = —+ (-1 < X< 1.

7. f(x) = ni*x ning darajalari bo’yicha gatorga yoying.

Javob: 1—2x + 3x2—4x34— (—l<x < 1).

8. cosl0° ni 0,0001 gacha aniglik bilan hisoblang.

Javob: 0,9848.

9. stnl° ni 0,0001 gacha aniglik bilan hisoblang.

Javob: 0,0175.

10. arctgi ni 0,0001 gacha aniglik bilan hisoblang.

Javob: 0,1973.

11-/(x) = arcsinx funksiyani darajali gatorga yoying va undan
foydalanib arcsinl ni 0,0001 gacha aniglik bilan hisoblang.
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Javob: 1,5708.

12.fo~"~dx ni 10~5gacha aniglik bilan hisoblang.
Javob: 0,94608.

13. f*e~x2dx ni 0,0001 gacha aniglik bilan hisoblang.
Javoblilo,7468.

14./@sin (x2) dx ni 0,0001 gacha aniqglik bilan hisoblang.
Javob: 0,1571.

86. Fur’ye qatorlari

an
B a-tcosx + bxsinx + a2c0s2x + b2sin2x+.
yoki
— + 27 {ancosnx + bnsinnx) (1)
n=1

funksional qatorga trigonometrik qator deb ataladi. a0,an va bn
(n=1,2,3,...) sonlar trigonometrik gatoming kovfitsientlari deb ataladi.
Agar (1) gator yaginlashsa, uning yig’indisi davri 2n bo’lgan f(x) davriy
funksiya bo’ladi, chunki cosnx va sinnx lar davri 2n bo’lgan davriy
funksiyalardir.

Aytaylik funksiya 2n davrlik davriy funksiya bo’lsin. Qanday
shartlar bajarilganda f(x) uchun berilgan funksiyaga yaqinlashuvchi
trigonometrik gatomi topish mumkin degan savolgajavob beraylik.

Davri 2n bolgan f(x) davriy funksiya (-n,n) oraliqda shu funksiyaga
yaginlashuvchi trigonometrik gatomi tasvirlasin, yani shu qatorni
yig’indisi bo’lsin:

m =f+ 'Y'(ancosnx + bnsinnx) (2).
n=1
Bu tenglikning o’ng tomonidagi funksiyadan olingan integral (2)
gator hadlaridan olingan integrallarning yig’indisiga teng bo’lsin deylik.
Bu esa berilgan trigonometrik gatorning koyfitsentlaridan tuzilgan sonli
gator, absolut yaginlashganda, yani

Ppl + fail + Ibil + [a2] + \b2\+— + |an| + \bn\ J— (3)

musbat hadli gator yaginlashganda bajariladi.
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Bu holda (1) gator kuchaytirilgan, demak, uni -n dann gacha hadlab
integrallash  mumkin. Bundan a0 koeffitsentni  hisoblash  uchun
I'oydalanamiz. (2) tenglikning ikkala gismini -n dan Kk gacha
inlegrallaymiz:

IJ(XX}(: j_nY aX+ x ancosnxdx +J bnsinnx dx”j.
n=1

Bu tenglikning o’ng tomonid:;gi integrallarni har birini alohida-alohida
hisoblaymiz:

£ dx = T1ra0,
. n
sin nx
I ancosnxdx =an | €osnxdx —Qn =0,
JTl 71 n _,
. . COS NX
J bnsinnxdx = bn I sinnxdx = —b, = 0.
- oA n -
Demak,
f f(x) dx = nao,
JT
Bundan esa,

1fn
<n=g) O
Qatoming qolgan koeffitsentlarini topish uchun bizga bazi bir aniq
integrallar kerak bo’ladi.
Agar n va k butun son bo’lsa, quyidagi tengliklar o’rinlidir: agar k
bo’lsa,

- i
cosnx coskdx =0,
b

§ cosnx sinkdx =0, (5)

. _sin nxsink dx = 0

Agarn = k bo’lsa,
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/T ro pn
fix) dx =- 1 fix)dx+ I fix) dx (11)

¥ J0
bo’lishi bInga ma’lun.
Agar Tix) toq funksiya Fur’ye gatoriga yoyilsa, fix) coskx

ko’paytma ham tog, fix) sin kx esajuft funksiya bo’ladi, demak,
ao fxn/(*) d*. ak="/"*/(*) c°s kx rfx,

sinkx =~ fodx = 0 (12)
ya’ni toq funksiyaning Fur’ye gatori “fagat sinuslami” 0’z ichiga oladi.
Agar juft funksiya Fur’ye gatoriga yoyilsa, fix) sin kx fiinksiya toq,
fix) coskx esajuft funksiya bo’ Iadl demak

2 f
a0 = - [(*) dx, ak— | f|x) coskxdx,

n J_n

(13)
= ﬁjlo /(x)Ism kx dx = 0,

ya’ni, juft funksiyalaming Fur’ye qatori “fagat kosinuslami” o’z ichiga
oladi.
fix) funksiya davri 21, yani 2n dan fargli bo’lgan davriy funksiya

bo’lsa, u holda uni Fur’ye gatoriga yoyish uchun, dastlab
I
X =—t
T
almashtirish gilamiz. U holda /(— funksiya t ning davri 2n bo’lgan

davriy funksiyasi bo’ladi. Uni — < x <n kesmada Fur’ye gatoriga

yoyish mumkin:

f A-t') =2Y + A>Nak coskt + bksinkt) (14)
k=l
Bunda
cos kt dt,

bk =—J / tjsinkt dt-
Agar eski o0’zgaruvchi x ga gaytsak x = -t dant —x-, dt =y dx
bo’lib, bu holda a0, ak va bk lar uchun quyidagilami hosil gilamiz:
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1 f1 1 f1 MKX

ao=jJ f(x)dx, ak=-J f(x) cos- = dx
15
) I f* ., . TIKx (15)

bk-1 1 f{X)sin— dx

Natijada (14) formula quyidagicha ko’rinishni oladi:

a0\ 1 kn kn '\
/00 =y + > \akcos— x + bksin— xj (16)

Mavzuga oid misollar bilan berilgan topshiriglar
1. Davri 2n bo’lgan /(x) davriy funksiya quyidagicha aniglangan:
/00 =¥, —HN<x<n.
Bu funksiya Fur’ye gatoriga yoyilsin.
Yechish: Berilgan funksiya bo’lakli monoton va chegaralangan.
Demak, wuni Fur’ye qatoriga yoyish mumkin. Dastlab Fur’ye
koeffitsentlarini topamiz:

I f 1fn
aQ=- /(x)dx=- _ xdx -—- - -
ol * wd n tt 2 2rt 21
¢ u =x,du = dx'
rn 1 n _
«K = - 3 /(x) coskx dx = —  x coskx dx = dv = cos kx dx
i 7 7= —sin kx

. - . A= foci einf. coskx
n\ SN kx ZC_,_Ttsmfcxdx | = nflksm/c7r + Ksm( lcTr) + Q>

' coskn cos K/l

Mf/o +0+ ho->
1~ ) 1fn .

kk—~ /00 sinkxdx = — xsin/cxdx =
Tt J_n

A
Mn 1 rlt

cos kx K1
+K!| coskx dx = (—1)
- I r X- -n _K
iiu.iik-bk laming giymatlarini Fur’ye gatoriga qo’yamiz:
. [sinx sin2x  sin 3x K+ SIN KX
C®-x 2 1 3 —~+(-1)

Bu fenglik uzilish nigtalaridan boshga hamma nugtalarda o’rinlidir.
Omni iiing liar bir uzilish nugtadagi yig’indisi, uning o’ngdan va chapdan
Itillimiiiing o’rta arifmetigiga, ya’ni nolga teng.
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2. Davri 2n bo’lgan f(x) davriy funksiya quyidagicha aniglangan:
(°/ a9ar ~n <x <0
"N ~{x agar 0<x <n
Bu funksiya Fur’ye gatoriga yoyilsin.
Yechish: Fur’ye koeffitsentlarini topamiz:

1 x2\n n

aO:—llf-/(x)Ndx ;—C;I 0-dx +~ Cxdx =- ] "X dx —eees

tc)0 nJo n 2|0
1fn i r*
ak = —| /(x)coskxdx =—\ xcoskxdx =
77 15T
_ _Ifﬁi:r1_tol77_1 rLirSin kxdX ]__}__(ff)_Ski M =1fkt-oqbo'lsa, —F';_l,
m * lo ®0 J fr k 0 [kjuftbo'lsa, 0.
_ xcoskx N 1Tt
X sinkxdx =— . ¢os kx dx
i3 ™ 0 * Kdo
(1

,agat k toq bo'lsa,
*
= ——coskn
s -y.agar kjuft bo'lsa
. . alg9er fl )
Topilganlarni Fur’ye gatori formulasiga qo’yamiz:
% A 2 fcosx , cos3x , cos5x . /"sinx  sin2x , sin3x
+— +—  +- 2 " 3
Xosil bo’lgan tenglikda x = 0 deb olsak u holda

yzg(mf 2

3.0 < x < 2n kesmada /(x) = x tenglik bilan berilgan 2n davrli
funksiya Fur’ye gatoriga yoyilsin.

Yechish: Bu funksiya [—zr; 7] kesmada ikkita formula bilan beriladi:
ya’ni,

= {X+ 2m, -n <x <0,
v] ( x, agar0<x<m.

Ammo berilgan funksiya [0,27r) oraligda bitta /(x) = x formula
bilan ham berilishi mumkin. Fur’ye koeffitsentlarini topishda integrallash
oralig’i (—M n) ni (4,9 + 21c)integrallash oralig’i bilan almashtiramiz.
Bunda Fur’ye koeffitsentlari quyidagicha bo’ladi:
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A+2Tr A+2n

a0=—J f(x)dx, ak = ~J f(x) coskx dx,

A+27T
= —J [(x) sinkx dx

Bunda X- ixtiyoriy son.
= 0 deb olib, berilzgan funksiya uchun Fur’ye koeffitsentlarini topamiz:
n

| f | f 11 x2 2N
- dx = — xd =2
. (x) dx 3 X dx n n)
AN

J 2
0 0
2ir

2n
=—_ f kx dx = — =
. (x) coskx dx 0 X coskx dx

1rxsinkx coskx
:-[c = O;

2n
bk = - f /(x) sinkx dx =—f xsinkx dx =
TtJ nJ

x coskx  sin fexi 2m 2

- i/TIl_-__ F—H rv
K

0
Demak,
u . 2 . 2 2 2 .
f(x) —n - 2sinx —-sin 2X — -sin 3x —sin4x —sin5x.
4. f{x) = [cosx] funksiya Fur’ye gatoriga yoyilsin.
Yechish: Berilgan funksiya (—eo; +00) da uzluksiz va x =| +
\kn(k Gz) dan fargli barcha nugtalarda bo’lakli-uzluksiz xosilalarga ega.
Ihindan tashgari berilgan funksiya davriy va uni davri n ga teng. Shuning
uchun berilgan funksiyaning Fur’ye gatori (—e0; +00) da berilgan
lunksiyaga yaqginlashadi.

Funksiya juft bo’lgani uchun,

"

2
— 4 T 4 4
K =0 ao]'L)\ cosx dx = —sinx %_ Esmﬁ———icsmo =
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Teorema. Ikki funksiya yig’indisining D soha bo’yicha olingan ikki
o’lchovli integrali ularning har biridan shu D soha bo’yicha olingan ikki
o’lchovli integrallar yig’indisiga teng:

D D D

Teorema. O’zgarmas ko’paytuvchini ikki o’Ichovli integral
belgisining oldiga chigarish mumkin: agar ¢ o’zgarmas son bo’lsa, u
holda:

D D

Teorema. AgarD soha ichki umumiy nugtalarga ega bo’lmagan D1

va D2 sohaga bo’lingan bo’lsa va f(x,y) funksiya D sohaning barcha
nuqtalarida uzluksiz bo’lsa, u holda:

y = <Pi¥), y = @2(x)((p"x) < (2(x)), x =a, x =b(a<b)
chiziglar bilan chegaralangan D sohani Oy o’qqa parallel bo’lgan har
ganday to’g’ri chiziq (D sohaning ichki nugtasidan o’tuvchi) uni fagat
ikkita Nx va N2 nugtalardagina kesib o’tsa, u holda D sohani Oy o’q
yo’nalishida to’g’ri bo’lgan soha deyiladi. Ox 0’q yo’nalishida to’g’ri
bo’lgan soha ham shu kabi aniglanadi (3-chizma).

Yy

i
(0] a b X
3-chizma
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Ham Ox, ham Oy o’qlar yo’nalishida to’g’ri bo’lgan sohani gisqacha
lu’g’ri soha deb ataymiz (3-chizma).
f(x,y) funksiya D sohada uzluksiz bo’lsin. Quyidagi ifodani

garaymiz:
b / <Pifx)

M=/\ | KXY'Y
a <A (¥
Bunga/(x,y) funksiyaning D soha bo’yicha olingan ikki karrali integrali

deb ataladi. Uni hisoblash uchun x ni 0’zgarmas deb garab, gavs ichidagi
y ga bog’liq integralni hisoblaymiz. Integrallash natijasida x ga bog’liq
funksiya hosil bo’ladi:

®(*) = J f(x.y)dy (8)
<PiW
Hu funksiyani x bo’yicha a dan b gacha chegarada integrallaymiz.
b

Jd=J Hx)dx 9)

a
Natijada biror 0’zgarmas son hjosil bo’ladi.

D soha x o’zgaradigan (a dan b gacha) oraligning hammasida
y =<H(*) , y=<Pr(x) funksiyalardan birini analitik ifodalab
bo’Imaydigan soha bo’lib golishi mumkin.

Masalan, a <c < b bo’lib, [a,c] kesmada (Px(x) = ip(x), [c,b]
kesmada <r (x) = A(x) bo’lsin. Bunda ip(x) va A(x) funksiyalar analitik
usulda berilgan (4-chizma). Bu holda ikki karrali integral quyidagicha
yoziladi:

hj <A \ T/ 9 \ b/ <At \
j( f f(x,y)dy\dx = f( f f(x,y)dyjdx + f( f f(x,y)dy\dx =

) \<H\-/U4?F(X) ! x b /<P3X)/ ¢ \ !
-l to0y)dyidx + 1 J foy)dy Jdx (10)

/ c \1(x) /
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Y=2(x)

@) a c b x

4-chizma
Ikki karrali integral bir qator xossalarga ega:
1-xossa. Agar Oy 0’q yo’nalishida to’g’ri bo’lgan D sohani Oy yoki
Ox o’gqa parallel to’g’ri chizig bilan ikki Dx va D2 sohalarga bo’linsa, u
holda D soha bo’yicha olingan ikki karrali JD integral Dx va D2 sohalar
bo’yicha olingan ikki karrali integrallaming yig’indisiga teng bo’ladi,
ya’ni

Jd - /f0,.+/d2 (@)

Natija. Agar D sohani koordinata o’qlariga parallel to’g’ri chiziglar
bilan istagancha Db D2, ... . Di to’g’ri sohalarga bo’lish mumkin bo’lsa, u
holda

Ji ~Jdl+Jd2+ "e+Yo( (12)
o’rinlidir.

2-xossa. f{x,y) funksiyaning D sohadagi eng kichik va eng katta
giymatlari m va M ga, yuzi esa S ga teng bo’lsa, u holda quyidagi
munosabat o’rinli bo’ladi:

karrali integrali, D sohaning S yuzini funksiysning D sohadan olingi
biror P nugtadagi giymatiga ko’paytirilganiga teng, ya’ni



Teorema. f(x,y) uzluksiz funksiyaning D to’g’ri soha bo’yicha
olingan ikki o’lchovli integral! funksiyaning o’sha soha bo’yicha olingan
ikki karrali integraliga teng, ya’ni

V= \Uf(x,y)ds = JJ f{x, y)dxdy

Ikki o’Ichovli integral geometrik jihatdan Z = f{x,y) sirt, Z = 0 tekislik
va Yyasovchisi Oz o’qga parallel, yo’naltiruvchisi esa D sohaning
chcgarasidan iborat bo’lgan silindrik sirt bilan chegaralangan jismning
liagjmini bildiradi. Shuning uchun ikki o’lchovli integraldan jismlaming
liajmlarini topishda foydalanish mumkin.

5-chizma
Apin' ligjmi izlanayotgan jism, yuqgoridan Z = ®2(x,y) > 0 sirt,
IMdliin Y (b,(x,y) > 0 sirt bilan chegaralangan va ikkala sirtninng
thy Itkr.likdagi proyeksiyasi D sohadan iborat bo’lsa, u holda bu

lIttllilnil V liggmi ikkita silindrik jism hajmlarining ayirmasiga teng
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bo’ladi; bu silindrik jismlardan birinchisining pastki asosi D sohadan, ustki
asosi Z = ®2(x,y) sirtdan, ikkinchisining pastki asosi D sohadan, ustki
asosi Z = ®-iix.y) sirtdan iboratdir (5-chizma)

Shunung uchun bu holda V hajm ikkita ikki o’Ichovli integrallaming
ayirmasiga teng:

vV~ jj p2(x.y)dxdy - JJ 0t(x,y)dxdy =JJ[D2(x,y) - Pn(x,y)]dxdy (16)
D D D
(16) formula ®x(x,y) va ®2(x, y) funksiyalar manfiy bo’Imagandagina

emas, balki ular ®2(x,y) > th!(a:,y) munosabatni ganoatlantirganda ham
o’rinlidir.

Agar D sohada / (x,y) funksiya 0’z ishorasini o’zgartirsa, sohani ikki
gismga ajratamiz: 1) f{x,y) >0 bo’lgan  soha; 2) f{x,y) < 0 bo’lgan D2
soha. So’ngra bu sohalar bo’yicha ikki o’Ichovli integrallami hisoblaymiz.

Agar

D
integralda f(x,y) = 1,0’lsa, u holda integralning ko’rinishi

D
bo’lib, u D sohaning yuzini bildiradi. Demak,

D
Agar D soha to’g’ri soha bo’lsa, u holda yuza

J dy jdx = J[<p2(x) - <Pi(x)]dx

gateng bo’ladi.

z =f(x,y) sirt, z =0 tekislik va yo’naltiruvchisi D sohaning
chegarasidan iborat bo’lgan to’g’ri chiziq, yasovchisi esa Oz 0’qqa parallel
silindrik sirt bilan chegaralangan jismning V hajmi, D soha bo’yicha
/(x,y) funksiyadan olingan ikki o’lchovli integralga teng. Ya’ni
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y =JJ/(*<y)ds.

Misollar:

1J) (x2+y2+ 1)ds
D
ikki o’lchovli integral hisoblansin. Bunda D soha —1 < x < 1,0<y < 2
tengsizliklar bilan berilgan.

Yechish: Bu yerda f(x,y) =x2+y2+ 1 bo’lib, u D sohada
uzluksiz. Shuning uchun berilgan ikki o’Ichovli integral mavjud. Uni ikki
xil usul bilan hisoblashimiz mumkin.

1-usul.

12 1
JI(x2+y2+ Dds = J dxJ (x2+y2+ dy = J fx2y +y +y) dx
D -10 it 0

f( , 8 > f . 14\ f2x3 14
- ar2e+3+2 M 1'52"“72“": 4 33
+ ih 14 _— 32 )
3 3 _ 3°
2-usul.
2 1 2 1
JI(X2+y2+ Dds = J dyrJ(x2+yz+ Y)dx =J dy ®J (x2+y2+ )dx
n 0 - i 0 o
. ~ 2 2 4
B Xy +X dy =2J (" +y2+ 1)dy =2 | (y2+3)*Y =
- #
2
0

2.JI x y/l + (x2—1) sin2y ds
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integral hisoblansin. Bu yerda D soha x =0, x =1, y =/, Y=\
chiziglar bilan chegaralangan.
Yechish: Integral ostidagi funksiya D sohada aniglangan va uzluksiz.
Shuning uchun uning ikki o’lchovli integrali mavjud.
71
jj Xyl + (x2—1)sin2y ds = J dy J x-JI + (x2- I)sinzydx
E 0
2 1 ?
= f?ﬁnZy - [1+ (x2- 1)sin2y]2 dy = ?:JL/ sin2y +(x2- 1)sin2y)3 dy =
0

_1r1 _ I fl-c°s3y __Iff_%.’ ______ } __—s[r_l_%y__
" 3J sin2y (1- cos3y)dy “3J sin2y Y=37 \sin y sfn&y oy, dy

= .3(\/—ctgy +m-y-1sinx)/ H (—
2
2 1
Biz berilgan integralni hisoblash uchun dastlab "x" bo’yicha, so’ngra
"y" bo’yicha integralladik. Agar dastlab "y" bo’yicha integrallamogchi
bo’lsak, uholda/ y I + (y2- 1) sin2y dy integralni hisoblab bo’Imas edi.

-170-



ikki o’Ichovli integral hisoblansin. Bu yerda D soha x2+y2=9,
x2+y2—25 aylanalar vay = 0, y = 3 (x>0) to’g’ri chiziglar bilan
chegaralangan.

Yechish: Dastlab D sohani tasvirlaymiz (6-chizma).

X2+y2=9 vax2+y2=25 lardan xx="9 —y2vax2= 25—y2
larni hosil gilamiz. Shunday qilib,

0
4.f(x,y) =x + 2y funksiyadany = 8x, y =*x2vax =1,x =3

chiziglar bilan chegaralangan D yopiq soha bo’yicha olingan ikki o’lchovli
integral hisoblansin,
Yechish: Dastlab D sohani tasvirlaymiz (7-chizma).

—2x2 < 8x tengsizlikni yechib 0 < x < 16 ni topamiz. Chizmadan
i,(x) =-x2, 92(x) = 8k teb garaymiz. Bu fumksiyalkar [1,3] kesmrda

u/luksizdir. Shuning uchun biz
b 4200

H{x.y)dy
D

I iHimiladan foydalanamiz. Demak,
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3
r XA 1 / r4 x5\
=J (8x2-y +64x2- -x4Hdx=bl x3-y - —J =6021.
5.y = 2—x2,y —x chiziglar bilan chegaralangan sohaning yuzi

topilsin.
Yechish: Berilgan chiziglami kesishish nugtalarini topamiz

(8-chizma).

Kesishish nugtalarida ordinatalar teng, ya’ni x —2 - x2. Bundan x2+
+x —2=0, xx=—2, x2= 1. Shunday qilib berilgan chiziglami
kesishish nugtalari Mr(-2;—2) va M2(1; 1) lardan iborat. Demak,
izlanayotgan yuza:

j/z-,q:z \ i j
Udxdy=dJ| J dyjdx=Jyp x dx— Q—XZ— X) dx =—
-2

8 1 =45
3 _2+2 7
6. x=0,y =0,x +y+z=1,z = 0 sirtlar bilan chegaralang

jismning hajmi topilsin.
Yechish: Dastlab, berilgan tenglamalar bilan aniglangan sirtlami
yasaymiz (9-chizma).



Izlanayotgan hajm
V= ».1](1 —X —y) dydx

D
bo’lib, bu yerda D soha x=0, y =0, x+y = 1 chiziglar bilan
chegaralangan uchburchakdan iborat. Undan x =0, x =1, y=20,
y —1—x ekanligini topamiz. Shunday qilib, izlanayotgan hajm
quyidagicha topiladi. 1

1-x
V=JJ(1- X - y)dydx=deJ (1-x—=y)dy=

0 0
|

Y -AY -y dx - Jl—x—x(l—x)—(l'*)zdx=

1 1
- 1
f Mo 9+ xP-AX)2 gy - [—1(1— x)rdx = - ’1‘(1— x)3
0 0 0
Demak, V = 5 kub. birlik.
Mustaqil yechish uchun topshiriglar

11. Quyidagi ikki karrali integrallar hisoblansin:
2X
1 deJ(x —y + 1) dy;
o} X
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3) (X2 + 2xy) dy; 4) \Tdyj (x + 2y) dx;
hi :

-2

5) Jdvjevdu; 6) \]SdXJ-Xy/4+x +y dy.
00

00
Javoblar: 1) 2) 6m;, 3)26; 4)- 11,2; 5) 5)n~.

4 1 xydxdy

ikki o’Ichovli integral hisoblansin. Bu yerda D soha

1) x=0, x=a y=0,y—b to’g’ri chiziglar bilan
chegaralangan to’g’ri to’rtburchak;

2) 4x2 +y2 < 4 ellips;

3)y =x —4 to’g’ri  chizig va y2= 2x parabola bilan
chegaralangan.

Javablar: 1) 2)0; 3)90.

1. Quyidagi ikki o’lchovli integrallar hisoblansin:

15 ”j(‘dedy Dsoha: 0<x<1 1<yc<e;

2) \]\](coszn: + sin2y) dxdy; Dsoha: 0 < x < — 0<y < —;
D

3) \]\](x —y) dxdy; Dsoha: y —2 —x2, y =2x —1
D
chiziglar bilan chegaralangan.

4) \ux + 2y) dxdy; Dsoha: y = X, y = 2x, X = 2, X=3
D
chiziglar bilan chegaralangan.

Javoblar: 1)8; 2)n; 3)4~; 4)25",
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4. Quyidagi integrallar hisoblansin:
2 Xn/3

12
1) \]\J(XZyZ) dxdy; 2) \I\T (Xdid;)z, 3)Jf xydxdy.
01 31 1 x

Javoblar: 1) 22 In-; 32)—,
3 24 4
5. y2= 2x parabola va y =x to’g’ri chiziq bilan chgaralangan
shaklning yuzi hisoblansin.
Javob: 3
6.y2=4ax, x+y =3a, y =0 chiziglar bilan chgaralangan
shaklning yuzi hisoblansin.

7.y = sinx, y = cosx, y = 0 chiziglar bilan chgaralangan
shaklning yuzi hisoblansin.

Javob: V2 —1.

8.y = x2parabola vay = x + 2 to’g’ri chizig bilan chgaralangan
yuza topilsin.

Javob: 4,5.

9. Quyidagi chiziglar bilan chgaralangan yuzlar ikki o’lchovli
integrallar bilan yozilsin va hisoblansin:

Dxy=4, y=Xx, x=4

2)y = x2, 4y = x2, y = 4

3)y = x2, 4y = X2, X = £2;

Hy2=4+x, 43y =0.

Javoblar: 1)6 - 4/n2; 2) 10\; 3)4; 4)20

9. Yuzlari
1 2-X2 0 0

0 x -2 y2-4
integrallar bilan ifodalanuvchi sohalar yasalsin va yuzlar hisoblansin.

Javoblar: 1) 15; 2) .
Quyidagi sirtlar bilan chgaralangan jismning hajmi hisoblansin:
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Dz=x2+y2 x+y=4 x=0,y=0, z=0;
2)z=x2+y2, y=x2,y=1 2=0;

yA
3)2+E+‘(‘:=1<x=0, y-0 z=0;

4H)z=0 n2+y2=1 x+y+z=3
Javoblar: 1) 42~; 2)~; 3)7; 4)3m

82. Qutb koordinatalaridagi ikki o’Ichvli integral. Sirtning yuzini
hisoblash

1-chizma
9,p qutb koordinatalar sistemasida berilgan D sohaning ichki
nugtasidan o’tuvchi har bir nur bu soha chegarasini ikkitadan ortiq nugtada
kesmasin. D sohap = ®x(8), p = ®2(B) egri chiziglar hamda 9 = a, va
9 = P nurlar bilan chegaralangan. Bunda < ®2(0) va a </? deb
olamiz (1-chizma).
D sohani biror usul bilan A51(AS2,  ASn yuzlarga bo’lamiz va

@D
=1
yig’indini tuzamiz. Bunda Pk nugta Sk yuzning ixtiyoriy nugtasi. ASk

yuzlaming eng kattasini diametri nolga intilgandagi (1) yig’indining limiti
F(9,p) funksiyadan D soha bo’yicha olingan ikki o’lchvli integraldan
iborat. Ya’ni,
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V=\]\]F(9,p)ds ()

D
Bu ikki o’Ichvli integral quyidagicha hisoblanadi:
P/ 2¥0) \
V= 3)
a \or(0) /

Agar birinchi integrallashni 0 bo’yicha, ikkinchisini p bo’yicha
bajarsak, yuqoridagi formula

(4)

ko’rinishda bo’ladi.
To’g’ri burchakli koordinatalar sistemasida

\]\]f(x,y) dxdy

D
integralni hisoblash talab gilingan bo’lsin. Agar D soha B,p qutb

koordinatalaridagi to’g’ri soha bo’lsa, u holda berilgan ikki o’lchovli
integralni qutb koordinatalarda berilgan ikki karrali integralni hisoblashga
keltirish ~ mumkin.  Bunda x =pcoss, y =psin0, f(x,y) =
= ["(pcos0,psin0) = F(0,p) bo’lgani uchun quyidagini hosil gilamiz:

Ba’zi hollarda berilgan ikki o’lchovli integralni to’g’ridan-to’g’ri
hisoblash ma’lum qiyinchiliklarga olib keladi. Bunday hollarda
o0’zgaruvchilami almashtirish orgali uni hisoblash qulay bo’ladi. Bynda biz
x vay lami yangi uvav o’zgaruvchilarning funksiyasi sifatida, ya’ni,

X = (p(u,v), 'y = THu,v) (6)
deb olamiz. Natijada quyidagi formulani hosil gilamiz:
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ij(pc,y) dxdy = ” F(u,v) l/ldudi; )
D &

Buni odatda ikki o’lchovli integralda koordinatalarni almashtirish
formulalari deb ataladi. Bu formula D soha bo’yicha olingan ikki o’lchovli
integralni hisoblashni, uni hisoblashni osonlashtiradigan D' soha bo’yicha
olingan ikki o’lchovli integralni hisoblashga olib kelishga imkon beradi.
Bu yerda

0P dep

_ du dv
J= dip dip (8)

du dv

determinant cp(u,v) va ip(u, v) funksiyalarning funksional determinant
deb ataladi. Bu determinantni Yakobian deb ham yuritiladi.
Ikki o’Ichovli integral yordamida birorz = f(x,y) sirtning yuzini

'z\2
r:/D/\:! ~X) + (dy? dxdy ©)

formula yordamida hisoblash mumkin.
Agar sirtning tenglamasi x = u(y, z) yoki y = A(x,z) ko’rinishda
berilgan bo’lsa, u holda sirtning yuzini hisoblash formulalari
Idx 2 dx\2

gty i ez (10)

e 2
E!\NlLIIt)+('ip\dxdz (11)

ko’rinishda bo’ladi. Bunda D*‘ va D" sohalar berilgan sirt
proyeksiyalanadugan Oyz va Oxz tekisliklarda yotuvchi sohalardir.
Misollar:

1.JJ (25 —x2—y 2) dxdy integral hisoblansin. Bu yerda D
y —n/9 —x2vay = V16 —12 yarim aylanalar bilan chegaralangan yopiq
sohadan iborat.
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Yecish: Bu integralni bevosita hisoblash murakkab bo’lib, bir gator
giyinchiliklar tug’diradi. Shuning uchun uni hisoblashda x = rcosep,
y = rsirup almashtirishlar yordamida qutb koordinatalariga o’tamiz. D
sohaday > 0. Bu esasirup >0, o < <p<n ekanligini bildiradi. Ikknchi
tomondan V9 —x2<vy < V|6 —x2 bo’lib, undan 3 < Jx2+y2< 4
yoki 3<r < 4. r bo’yicha r = 3 dan r = 4 gacha integrallaymiz, @
bo’yicha esa 9= 0 dan ¢>—n gacha integrallaymiz. Bunda D soha
r=3r =4 =0, 9=n chiziglar bilan chegaralangan rep tekislikdagi
G sohaga akslanadi. Tegishli almashtirishlarni e’tiborga olsak, f(x,y) =
= (25 x2—y2)32 fiinksiyadan f(rcoscp,rsirup) = (25 —rZ)32 funksiya
hosil bo’ladi.

Demak,

\]\](25 - X2- y2) dxdy = \]\](25 - r2)2rdrd<p = Jldep\] r(25- r22dr=

F1 54 701 A 701
=-|-(25-rV «<*— g
0 -J O

2. Qutb koordinatalariga o'tib JJ A jc2+y2dxdy integral hisoblansin.

Bu yerda D soxa x2+yZ doiraning birgnchi choragidan iborat.

Yechish: x =rcose y = rsin palmashtirish gilamiz:

= r drdep =

D D
X

=\{rdrd(p = \dg>\rdr =\)r)d<p =")d<p ="-cp

3.Qutb kordinatalariga o'tib }In(x2+y 2)<ic<iy integral hisoblansin.

Bunda D soha x2+y2=e2 va x2+y2=e4 aylanalar bilan

chegaralangan halgadan iborat.
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Yechish: JJIn(x2+y)dxdy = JJIn/ < rdrd(p = 2JJIn r mdrdcp =

=2 Xfy>Jrinrc/r = 2 j er Inr——i—r: dp=ne t ‘-i)

4. N2+72 _2a xy lemniskatta bilan chegaralangan yuza topilsin.

Yechish: x-rcoscp, y =rsmcp almashtirishlar yordamida egri
chizig tenglamasini qutb koordinatalari orgali yozamiz. Bunda
r -2 dsirup cos(p -ds\r\2(p hosil bo'ladi. Bundan tashgari qutb

burchagi (p noldan ~ gacha o’zgaradi. Shunday qilib,

4 a Vsilp 4 a Vaidp 4
S =4 \rdrd(p =4 \d<p \rdr =2 \r J N =2d \sin2<pd<p=

=-a2c0s2<p j-a 2-

5. JJrsin (pdrdcp integral hisoblansin. Bunda D soxar = a,

g— - va (p=n chiziglar bilan chegaralangan doiraviy sektordan iborat.

Yechish: r =a aylana va qutb o'gqi bilan (p=—va (p=n

burchaklar xosil giluvchi nurlar yordamida markazi O qutbda joylashgan
OAB doiraviy sektorni xosil gilamiz (1-chizma).
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Dastlab r bo'yicha, keyin esa g bo'yicha berilgan ikki o'lchovli

integralni hisoblaymiz va quyidagiga ega bo'lamiz:

2 2 2
a
2
6 .r =acos(p, r = bcos( (b>a>0) chiziglar bilan chegaralangan
yuza topilsin.
r —bcosp
0 B
P
2-chisma

Yechish: Berilgan tenglamalar qutb koordinatalar sistemasida
aylanalarni bildiradi. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan aylanalami
yasaymiz (2- chizma).

Izlanayotgan yuza ikkala aylanalar bilan xosil gilingan shtrixlangan
gismning yuzidan iborat. Uni topamiz:

7] T
2
S= Wrdrd(p= 2 \\rdrd(p=2 \dg> cos2(pd(p =
D ABO 0

-181-



7. Z-\~x~y, y=X, y=xj3, z=0  sirtlar bilan
chegaralangan jismning 1- oktantadajoylashgan bo'lagini xajmi topilsin.

Yechish: Berilgan jism yuqoridan z=l-x —y paraboloid bilan
chegaralangan. Integrallash soxasi D paraboloidning z=0 tekislik bilan
kesishishi natijasida xosil bo'lgan x —y =1aylana yoyi, y=x va y=xV3
to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan doiraviy sektordan iborat. Shunday

gilib, v=\\{"-x2-y 2)dxdy

Integrallash soxasi doiraning bir gismidan iborat va integral ostidagi
funksiya x2+y2 ga bog'lig bo'lgani uchun integralni qutb
koordinatalariga o'tib hisoblash qulaydir. x2+y2=1 aylana tenglamasi qutb
kordinatalarida r=1 ko'rinishda va integral ostidagi funksiya 1-r2bo'ladi. @
bo'yicha integrallash chegaralari to'g'ri chiziq tenglamalaridan topiladi.
Yani kl=tgpl=1 bo'lib » =J va £,=tg” =\3 bolib <2
bo'ladi. Shunday qilib,

) 1
v=Jj(l- r 2)rdrd<p= 5i\d(p Hr-r)dr =)(\r~\ r )
0 0 i 2 4

n

13 1 3=I(n n”™ n
n 4y3 4) 48
4

kub.b.

8. \(x+y){x-y)dxdy integral hisoblansin. Bu yerda D soxa

Xx+Y =1, x—=y =1, x+y =3, x—y = —1 to'g'ri chiziglar bilan

chegaralangan kvadrat ( 3 - chizma).
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Yechish: x +y =u , x —y =v deb belgilaymiz. U holda

X =A M+ ™y M v ) Dbo'ladi. Bu holda almashtirishning
2 2

Yakobiani (2) quydagicha bo'ladi.

ox  dx i 1

& & 2 2 T N
Y= ¢ 1 1 4 4 il =- . Shunday qilib,

dv v 2 2

W(x+y)(x-y)dxdy= \W\uvdudv + Bu yerda D' soxa ham

kvadratdan iborat bo'ladi (4-chizma).

4-chizma

1
Ax+y)'{x-y)dxdy= y Judu jivdv ldU

20

L N s
S@19=7(81-1)~80 .

Vel 1 )du o

9. X = 1—y2—z2 paraboloidning y2+z2=l silindr bilan kesilgan
gi .mi sirtining yuzi topilsin.
Yechish: Integrallash soxasi YOZ tekisligida joylashgan y2+z2=1

iivlanadan iborat, Paraboloid tenglamasidan
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gy:(l- [ _O0=-2y, g =(I-/-z24 =-2z lamit°Pamiz-
U holda izlanayotgan yuza

L 2\
4 (P d dydz =) Jl+4(y +2)dydz.
i Kdz j
1 "

Bu integralni hisoblash uchun qutb koordinatalariga o'tamiz:

22 ]
S =JVI1+4(y+ zdydz = jdtpj rj\+4r2r = 'S\JLJSH 4r2} dtp-

5n/2-122 5n/2-1 2n 5V2-1 5Vv2-1
= =" 9 m2n = n
12 12 12 12

kv.b.

Mustagil yechish uchun topshiriglar.

1 J- jjrsin” drdtp ikki o'lchovli integral hisoblansin. Bu yerda
D soxa: 1) r<2acostp, O<tp<a yarim doira; 2)r=2+cos"> va r-1
chiziglar bilan chegaralangan.

Javoblar: 1) éa2;2)0.

2. Qutb koordinatalariga o'tib quyidagi integrallar hisoblansin:

1)\D\xy2dxdy, D soxa x1+{y-\' J=l va x2+y2-4y
aylanalar bilan chegaralangan;

2) fAe~x2~y2dxdy D soxa x2+y2<a2doiradan iborat.
D
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dxdy y ,
3) 27 0 60xa n2+/ =1 WA X2+~ =4
aylanalar bilan chegaralangan doiraviy xalgadan iborat.

Javoblar: 1)0; 2) 3)2n.
~m\\r2sm.(p drdcp ikki o'lchovli integral hisoblansin. Bu yerda D
D

soxa:
1) r = a,r = 2a aylanalar bilan chegaralangan;
2) r=asin 2(p chiziq bilan chegaralangan.

Javoblar: 2)0.
3

4. Quyidagi ikki o'lchovli integrallar qutb koordinatalariga o'tish
orgali hisoblansin.

D) Jldx I In(+jc2+y2)cly;

Zﬂ—l——‘;‘dxdy, }aCthX +y <l X>O y>0

0 Vitjc +Y

icngsizliklar bilan aniglaggan soxa;

3) ITarctg —dxdy, bu yerda D soxa Y + 1 x*+Yy Y-~IT =
d X n/3

I’< Xn/3 chiziglar bilan chegaralangan xalganing gismi.

4) jJ(h- 2x- 3y)dxdy, buyerdaD soxa x2+y 2" R2 doirajadan

iborat.



Javoblar: 1) [+2 QIn(1+i?2-i?2; 2)-"-—~ YA-; 4) Trieh.

5 n2+y2+z2=2a2 sferaning x2+ y2= ay silindr ichida

joylashgan bo'lagi sirtining yuzi topilsin.

J R
Javob: 4a2 -—-1 kv.hir.
V2 )

6. 2z=x2 silindr sirtidan y = y =2x, x=2"2 tekkisliklar

bilan kesilgan yuza topilsin.
Javob: 13.

2 ;\dxzx\dy integralni x=«(l-v), y=uv almashtirish yordamida
X
hisoblang.

Javob:
8. \\{2x-y)dxdy integral hisoblansin. Bu yerda D soxa

x+y=1 x+y=2 , 2x-y=1,  2x-y=3 chiziglar bilan chegaralangan

parallellogrammdan iborat.
Javob:—
3

Ko'rsatma: xyy=u, 2x-y=v almashtirishlar qilib Yakobian

topilsin.
3. Ikki o'Ichovli integralning mexanik tadbiglari

D soxada biror modda tagsimlangan va D soxaning har qgaysi birligi
yuziga bu moddaning anig miqgdori to’g’ri keladigan bo’lsin. D sohaning
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ixtiyoriy AS yuzini garaymiz. Shu yuzga to'g'ri keladigan moddaning
massasi Am bo'lsin, U holda  nisbat moddaning AS soxadagi o'rtacha

sirt zichligi deb ataladi.
Endi AS yuza kichraya borib, P(x,y) nugtaga aylanib goldi deb
laraz gilamiz va
Am

A0 7
limitni garaymiz. Agar bu limit mavjud bo'lsa, u P nuqgtaning
vaziyatiga, ya’ni bu nugtaning x va y koordinatalariga bog'liq bo'ladi
liamda P nugtaning gandaydir f(p) funksiyasidan iborat bo'ladi. Bu

limitni moddaning P nuqtadagi sirt zichligi deb ataladi. Ya’ni,

(i).
Shunday qilib, sirt zichligi soxa nuqgtasi koordinatalarinig f(x,y)
funksiyasidan iborat.
D soxani AS yuzlarga bo'lamiz va har gaysi yuzada P, nugtani
olumiz; u holda /(P ;) funktsiya Pt nugtadagi sirt zichligi bo'ladi. /(Pj)AS,
ko’paytma AS, yuzdaga moddaning miqgdorini beradi.

n
(2.
i=l
Vil” indi D soxaga yoyilgan moddaning tagribiy umumiy giymatini beradi.
lining anig giymatini topish uchun (2) yig'indini -» 0 dagi limitini
.ohlaymiz.  Demak,
M

M jito X K PifaSi ~ JJf(p)ds = ff f(x’Y)dxdy  (3)-
i=1 D D

1187 -



Shunday qilib D soxadagi moddaning umumiy miqgdori shu
moddaning /(p) = f(x,y) zichligidan D soxa bo'yicha olingan ikki
o'lchovli integraldani borat.

Massasi m bo'lgan M moddiy nugtaning biror O nugtaga nisbatan J
inersiya momenti deb, m massaning M dan O nugtagacha bo'lgan r
masofaning kvadrati bilan ko'paytmasiga aytiladi. Demak,

J=mr2 (4).

mb m2 m3, ...,mnmoddiy nugtalar sistemasining O nuqtaga nisbatan

inertsiya momenti shu sistema nugtalari inertsiya mometlarining

yig'indisidan iborat. Ya’ni,
J=/I_| m,r, ().

D moddiy yassi shakining koordinatalar boshiga nisbatan inertsiya

momenti
N =Lf02+y25 dxdy (6)
integralga teng.
Jo= A/ dxdy @), Jyy-JDJ X2dxdy (8

integrallar mos ravishda D shakining OX va OY o'glarga nisbatan
inertsiya momentlaridir.
Massalari T bT 2T3,...,Tn bo'lgan PbP2...Pn moddiy nugtalar

sistemasi og'irlik markazining koordinatalari

Xc=—A" , Ye= A~ -~ )

formulalar bilan topilishi bizga ma'lum.



Sirt zichligi 1 ga teng bo'lgan yassi shakl og'irlik markazining

koordinatalari quyidagi integrallar yordamida hisoblanadi:

Ax dxdy \\ydxdy
y R (10).
qxdy ’ dxdy
D D

Agar sirt zichligi j = j(x,y) bo'lsa, u holda yuqoridagi formulalar
quyidagi ko'rinishni oladi:
H(x.y)xdxdy W (x,y)ydxdy
b v- _ (11).
D D
D vyassi shakining Oy va Ox o'glarga nisbatan statik momentlari

Mv=I\""y )xdxdy , M X=W X>Y)Y<bdy (12
D D

mtegrallardan topiladi.

Misollar.

L R radiusli doiraviy plastinkaning har bir P(x,y) nuqgtasidagi
plastinka materialining f(x,y) sirt zichligi doira markazidan (x,y)

imgtagacha bo'lgan masofaga proporsional, ya’ni

ho Isa, bu plastinkaning massasi aniglansin.
Ycchish: D soxadagi moddaning umumiy miqgdori shu moddaning

Hhv) /ichligidan D soxa bo’yicha olingan ikki o’Ichovli integralga teng,

M =Neof(.x >y)dxdy
D

IHi*"\VFi1Inlan hisoblanadi. Demak,
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bo’lib, bu yerda D soxa x2+ y2 < R2 doiradan iborat. Bu integralni

hisoblash uchun qutb koordinatalariga o’tamiz. U holda

In(R \ r3
M =k\ \r2dr d(p=kin- ~--&nR®
o\b Yy 30 3
2. Radiusi R bo’lgan D doira yuzining O markazga nisbatan inertsiya

momenti hisoblansin.

Yechish: D shaklning koordinatalar boshiga nisbatan inertsiya
momenti j Q= JI(jc2+y2)dxdy
D

integral bilan hisoblanadi. Bunda D soxa berilgan tekislik bilan ustma-ust
tushadi. Bu integralni hisoblash uchun r, (p qutb koordinatalariga o’tamiz.

Aylananing qutb koordinatalaridagi tenglamasi r = R dan iborat. Shuning

uchun
2K(R \ nR
Jo~\Kx2+y )dxdy=\ \r2rdr d(p=
d o\o y 2

3. Agary2= 1—x, x =0, y = 0 chiziglar bilan chegaralangan D
moddiy yassi shaklning har bir nugtasidagi sirt zichligi y ga teng bo’lsa,
uning Oy o0’gqga nisbatan inertsiya momenti hisoblansin.

Yechish: Har bir nugtasidagi sirt zichligi p(x,y) bo’lgan D shaklning
Oy o0’giga nisbatan inertsiya moment J ~ Ax2p(x,y)dxdy
D

formula bilan hisoblanishi ma’lum. Bizda p(x,y) = y bo'lgani uchun



If-A Y2 wvig, 1} 2p .; 1
=\A . dx =—x (1-X)<3c=—.
o Bj( 4y dx \2 0 Z(t j(-%L ) Y

4.1 = a(l + coscp) kardioida bilan chegaralangan figuraning Ox
o'giga nisbatan inertsiya momenti hisoblansin.

Yechish: D shaklning OX o'giga nisbatan inertsiya momenti
J x=\\y2dxdy
D

integrating giymatiga teng. Bu integralni hisoblash uchun qutb

koordinatalariga o'tamiz:

jn a(1+opscp)
Ix —\]\] Y2dxdy = \]\] r2sin2<prdrdcp = V sin2cpd(p j r3dr =

0
am a(1+ o) 2n
= 1 Sin2<P-~1 dp=-a4J sin2<p(l + coscp)4dd(p =
0
2r
= ! aIlJ sin2(p (1 + 4cos<p + 6 cos2<p+ 4 cos3p+ cosA<P)dp = 4 Tad.
0

5. Sirt zichligi hamma nugtalarida 1 gateng deb olib,

2 2
=1
al b2

chips choragi og'irlik markazining koordinatalari topilsin. (1- chizma).
Yechish: Og'irlik markazining koordinatalarini topish formullaridan

foydalanamiz:



jix dxdy b H XV & _frp 2
D _ a0 XN “ein 2'*2)2

\
JJ dxdy a Bnx
- xab —
D 6 b dy dx 2" 47tab
v J
a -x2 >
s I Ydy dx
vye= VY > 4b m

3n

—nab

Mustaqil yechish uchun misollar.
I.Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan yuzaning og'irlik markazi
topilsin:
)] va sinusoidaningbittayarimto'lgini;
2)y=x2 x=4,y=0;
3) y2=ax va y=X;
4) x2+y2=a2 va y=0.

f
Tt Tt

Javoblar: 7y
2’8
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0 X Xx=a, Yy-a chiziglar bilan chegaralangan yuzning
lym 2-

Ox 0'gqa nisbatan inertsiya momenti topilsin.

4

Javob: 17a
96
3. Uchlari /1(0;2a), A(a; 0) va C(a;a) nugtalarda bo'lgan

uchburchak yuzining Oy o'qga nisbatan inertsiya momenti topilsin.

Javob:—
4 1

4. Har bir nuqtasidagi sirt zichligi mapkazgacha bo'lgan masofa
kvadratiga teskari proporsional bo'lgan doiraviy xalganing massasi
topilsin.

Javob: m = 2nkln—
r2

Eslatma: rx va r2 doiraviy xalgani xosil gilgan aylanalar radiuslari
0i<r2).

5. Har bir nugtasidagi sirt zichligi nugtadan kichik o'gigacha bo'lgan
1 masofaga proporsianal bo'lgan ellips shaklidagi plastinkaning massasi

topilsin (r=I bo'lganda zichlik Aga teng bo'lsin).
Javob:

6.Gipotenuzasi 20 ga teng bo'lgan teng yonli to'g'ri burchakli
tii libiirchakning har bir nugtasidagi sirt zichligi nugtadan gipotenuzagacha
bo'lgan masofaga proporsianal. Shu uchburchakning og'irlik markazi

topilsin.



Javob:

7. Koordinatalar tekkisliklari va x +y +z =4, x —1, y =«
tekkisliklar bilan chegaralangan bir jinsli prizmaning og'irlik markazi

topilsin.

84. Uch o'Ichovli integral.

Fazoda S yopiq sirt bilan chegaralangan biror V soxa va uning
chegarasida biror f(x,y,z)>0 uzluksiz funksiya aniglangan bo'lsin.
Bunda biz bu funksiyani gandaydir bir moddaning V soxada tagsimlanish
zichligi deb hisoblaymiz. soxani xajmini bildirsin. V soxani ixtiyoriy
ravishda AFj soxalarga bo’lamiz va har bir AFj sohada Pi nugtani tanlab
olamiz. /(P*) funksiyaning bu nugtadagi qiymati bo'ladi. Quyidagi

yig'indini tuzamiz:
thip) AV < (D

AVi laming eng Kkattasini diametri nolga intiladigan qilib AVt
soxalami sonini orttirib boramiz. Agar f(x,y,z) uzluksiz bo'lsa (1)
integral yig'indining limiti V soxani bo'lish usuliga va undagi Pi nugtani

tanlanishiga bog’lig bo'Imagan holda mavjud bo'ladi hamda uni

Wi(p)dv  (2)
\Y%

kabi belginadi. Uni uch o'lchovli integral deb ataladi. Demak, ta’rifga

asosan
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lim  t.f{p)kV ,=\\f(p)dv

diamAvj-+0 <= \%

yoki

W f(p)dv =W\f(x,y,z)dxdydz (3).
v Vv

Agar f(x,y,z) funksiya V soxadagi modda tagsimlanishining xajm
fichligi deb hisoblansa, (3) integral V xajmga kirgan barcha moddaning
massasini bildiradi.

Aytaylik S sirt bilan chegaralangan fazoviy V soha quyidagi
xossalarga ega bo’lsin:

1) V sohaning ichki nugtasi orgali Oz o’qga parallel qilib
o'tkazilgan har ganday to’g’richiziq S sirtni ikkita nugtada kesadi;

2) V soha butunicha Oxy tekislikka D to’g’ri soha bo’yicha
pmeksiyalanadi;

3) V sohaning koordinata tekisliklaridan istalgan biriga garashli
U-kislik bilan kesilgan gismi ham 1- va 2- xossalarga ega bo’ladi.

Yuqoridagi xossalarga ega bo’lgan V sohani to’g’ri uch o’lchovli
«.0ha deb ataymiz.

Ellipsoid, to’g’ri burchakli parallellepiped, tetraedr va hokazolar

lo'g’ri uch o’lchovli sohalarga misol bo’la oladi.
I-chizmada noto’g’ri soha, 2-chizmada esa to’g’ri soha tasvirlangan.



V sohani pastdan chegaralovchi sirtning tenglamasi Z= A(X,y),
yuqoridan chegaralovchi sirtning teng lamasi Z=<p(x,y) bo’lsin (2-chizma).
D soha V sohaning xoy tekislikdagi proeksiyasi bo’lib, y y=<pi(x),
y= (p Ax), x=a, x=b chiziglar bilan chegaralangan. U holda f(x,y,z)
fiinksiyadan V soha bo’yicha olingan uch karrali integral quyidagicha

aniglanadi:

b( 4>2(X) '[Iﬁ(,y)
ERE f(x,y,z)cLz dy1 (4)

a ,wico Mx.y) J
Uch karrali integral bir gqator xossalarga ega:

1-xossa. Agar V soha koordinata tekisliklaridan biriga parallel
bo’lgan tekislik bilan ikki V! va VV2sohalarga bo’lingan bo’lsa, y holda V
soha bo’yicha olingan uch Kkarrali integral V, va V2 sohalar bo’yicha
olingan uch karrali integrallarning yig’indisiga teng. Ya’ni,/ly = JV + ]Vi.

2- hossa. Agar m va M sonlari F(x,y,z) funksiyaning V sohadagi
eng kichik va eng katta giymatlari bo’lsa, u holda:

mV <JV < MV tengsizlik o’rinli bo’ladi.

3- hossa. f(x, Y, z) uzluksiz funksiyaning V soha bo’yicha olingan
uch Kkarrali integrali, uning V hajmini V sohaning biror P nugtasidagi
giymatiga ko’paytirilganiga teng, ya’ni Jv =f (P)V.

Teorema. f(x,y,z) funksiyadan to’g’ri V soha bo’yicha olingan uch
o’lchovli integral shu soha bo’yicha olingan uch Kkarrali integralga teng,
ya’ni:

f <P mbx.y)
! ] ] fay.dz dy
a Axy)
Uch o’Ichovli integral yordamida biror jismning hajmini hisoblash
mumkin. Agar integral ostidagi funksiya f(x,y,z) = 1bo’lsa, u holda vV
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soha bo’yicha olingan uch o’lchovli integral V sohani hajmini bildiradi.
Ya’ni,

V=HI dxdydz (6)

v
Agar to’g’ri burchakli koordinatalar sistemasida f(x,y,z)

funksiyaning uch o’Ichovli integrali berilgan bo’lsa, u holda uni
hisoblashni osonlashtirish maqgsadida silindrik koordinatalardagi uch
o’Ichovli integral bilan almashtirish mumkin. Buning uchunx = p cos 8,
y = psing, z = r ekanligini nazarda tutamiz. U holda

H 1 dxdydz =H I F(9,p, r)pdddpdr (7)

\% \%

bu yerdaf(p coss,psing,r) = F(d,p,r).

Uch o’Ichovli integral yordamida jismning inersiya momentini va
og’irlik markazining koordinatalarini ham topish mumkin.

Massasi m bo’lgan M(pc,y,z) nugtaning ox.oy.oz koordinata
o’glariga nisbatan inersiya moment mos ravishda

IXx = (Y2+z2)m, Jyy = (x2+z2m, Jzz = {x2+ y2)m
formulalar bilan aniglanishi mexanika kursidan ma’lum.
Jismning inersiya momenti quyidagi mos integrallar bilan hisoblanadi:

IXx =H I (¥Y2+ z2)y(x,y,z)dxdydz,
v

IH (x2+22)y(x,y,z)dxdydz,

\

Jyy

Jzz = 111 (x2+¥Y2) ¥(x,y,z)dxdydz.
v
Bu yerda y(x, y, z) moddaning zichligi.
Jism og’irlik markazining koordinatalari quyidagi integrallar bilan
hisoblanadi:
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fifv xy(x,y,z")dxdydz,  _ fff yy(x,y,z)dxdydz fff_ zy(x,y,z)dxdydz

fffv y(x,y,z)dxdydz *> ° fffv y(x,y,z)dxdydz » C fffv y(x,y,z)dxdydz_

Misollar:

1,f(x,y,z) =xyz funksiyadan x =0,y =0,z =0,x +y +z ~ |
tekisliklar bilan chegaralangan V soha bo’yicha olingan uch o’lchovli
integral hisoblansin.

Yechish: Bu soha to’g’ri soha bo’lib, ustdan va ostdan z = 0 va
z = 1—x —y tekisliklar bilan chegaralangan, hamda oxy tekislikdagi
x =0,y =0,y = | —x to’g’ri chiziglar bilan chegaralangan uchburchak
shaklidagi yassi D sohaga proyeksiyalanadi (1-chizma).

Shuning uchun Jv uch o’Ichovli integral quyidagicha hisoblanadi:
"l-x-y

Jvz\l] \] xyzdz ds
d o0

D soha bo’yicha olingan ikki o’Ichovli integralga uning chegaralarini
go’yib, quyidagini hosil gilamiz:
I fi-x M-x-y 1 fx-x
xyz* 1-X ~y

— 17 dy dy >dx =
h S\S f »nz 0
X N
:fif Axyil- x- yfdyldx :J A (1~x)ddx =,
0 WO

2 y2 o .
% bg Ll—le— 1 ellipsoidning hajmi hisoblansin.

Yechish: Ellipsoid (2-chizma) ostdan

2.
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z=—4j+1— 5" % sirt bilan, ustdan esa

z:4\11— T 1B sirt bilan chegaralangan.

2 y2
Bu ellipsoidning oxy tekislikdagi proeksiyasi i by—= 1
ellipsdan iborat. Demak, hajmni hisoblashni uch karrali integralni

hisoblashga keltirish mumkin. U holda,

1 v2 \ X2

RI”_,_/ 41, V2 ,
o 36 N 36 25 6 N/1 36 f ™
d d 473 r X2 y2
= X=2m -y
> / y J j'-Te-Ts**
-6 ol -6
=4 Y

Ichki integralni hisoblashda x o0’zgarmas deb garaladi. Quyidagi

almashtirishni gilamiz.

y =5 jl — sint, dy=5jlﬁcostdt.
. 1% 2 I x2 . .
y 0’zgaruvchi —5.‘\//1———56—3dan 5 \l ————— - 6;gachan 0’zgaradi. Shuning uchun
( o’zgaruvchi dan| gacha o’zgaradi. Yangi chegaralami integralga

go’yib, quyidagini hosil gilamiz:
n
—2. 1- - (1— 1sin2t-5 1——cost dt=
V-2 4C L 36 ( 36 1sin2t -5 36003 dt
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20 6
=2-4-5 cos2tdt dx = ¥I (a2—x2)dx = 1601T.

3. Agar markazi koordinatalar boshida bo’lgan R radiusli yarim
shaming har bir (x,y,z) nuqtasidagi modda zichligi F shu nuqgtadan
asosgacha bo’lgan masofaga proporsional, yani F=kz bo’sa, bu
yarim shaming massasi topilsin.

Yechish: Yarim sfera yugori gismining tenglamasi:

Z=VR2 - x2-y?2

Silindrik koordinatalarda

Z=NV[?2 -r 2
Demak,
. MR2-r2

v = | kzratparaz = J J fczdzjrdz dop =

r[ rR o72 /mJr2-r2 r2a2znrrR O

[/.— I. rdrp =/, [X 27~ -r> dr -
K f2n\R4 R4l K R4 KTrind

bl l r ~ T T ~ - T

4, x=0, Z2=0, y=1, y=3, x+ 2z =3 tekisliklar bilan

chegaralangan prizmatik jism og’irlik markazi topilsin.

Yechish: Dastlab jismning hajmini topamiz:

f r3 r3 Ate-*) r3 f33—x
dxdydz —J dxJ dyJ dz=1J dxJ ——dy=
3 9 9
= n -5TEyTlMl =T (3_xmMmx=(34"“T) 0:972:2‘
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1 fff 2 3 r3 n (3%
Xc =y JJ] xdxdydz = -] xdxj dyj dz

2 r3 r3 I i r3
=9j0 xdxJo <ly-Q-.x)=-j23x- x2)dx.y

= ool X AT - 2(32 g X3 §o2(R7. 7). 3.4y

2 rrr 2f3 £3 n G 1r3 r3
~ 9J]] ydxdydz =— dxJ ydyJ dz=-J dxJ y(3—x)dy -
. 2 fff 23 13 r"3% 2 F3(3—2
2c=9]}j ***** =91 dxJ, “= =51 X/ /y=

1 -C3-X)33 1
=H/0(3-X2 =i ( 3 Jp 2

Demak, og’irlik markazi C(l,2,%) bo’ladi.
5. Z=x2+y2, x+y+z=a x=0,y =0, z=0 sirtlar
bilan chegaralangan bir jinsli jism hajmi topilsin.

Yechish: Dastlab hosil bo’lgan jism hajmini hisoblaymiz,

fa ra—x rx2+y2 ra-x

v =10 dxi dy i dz =1 dxl O2+yry =

J J o J g Ux=

i ~__a xd4a 1(a-x)4
jq(a X ) 3dx 3 O o5
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a4 a4 a4 4ad- 3ad+ad a4
T~T+ 12~ 12 - 6
7. O<x<a, 0<y<a O<z <a larbilan hosil gilingan kubning

0’z girrasiga nisbatan inersiya momenti topilsin (1 —chizma).

Yechish: Inertsiya  momentini  topish  formulasidan

foydalanamiz:

= HJ(y2+ z2)dxdydz = J dXJ dyJ (y2+1z2)dz =

Mustagil yechish uchun topshiriglar
zdxdydz integral hisoblansin. Vsoha 0 < x < —

0<y < 2%, 0< z < yjl —y2—z2tengsizliklar bilan aniglangan.

-202 -



Javob:
192

2. ] —\]\1]x2dxdydz integral hisoblansin. Vsohax2+y2+2z2< R2

shardan iborat.

SN
Javob.l5.

3.J- \]\]\]z jy 2+ x2dxdydz integral hisoblansin. Vsoha
v

y2+x2=2x silindr va x=0, y=0, z=0 tekisliklar bilan

chegaralangan.

Javob:g—aZ.

4. ] = \]\]\](y2+ x2)dxdydz integral hisoblansin. VVsoha
v
X2 +y2+ z2 < r2shaming yuqori gismidan iborat.

Javob: -AnT2-

xyzdxdydz integral hisoblansin. Vsohax2+y2+z2=1

0,z ?0 tekisliklar bilan chegaralangan.

sferavat =0,y
Javob:E.

6. hz
topilsin.

x2+y2,z = h sirdar bilan chegaralangan jismning hajmi

Javob: — -
7, Z = yjx2+y2,z =x2+y2sirdar bilan chegaralangan jismning
hajmi topilsin.

Javob: 5
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8. Quyidagi berilgan sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi
topilsin.

Dx+y+z=4 x=3, y=2 X

0, y=0 z=0;

2) Xz+Yy2+22=2z, x2+y2=122;

3) 2z=x2+y2, y+z- 4

Javob: 1)7;2)7r3 )"

9. Yoglari x +y +z =a,x =0,y =0,z = 0 tekisliklardan iborat
piramidaning har bir nuqgtasidagi zichlik shu nugtaning applikattasi z ga
teng. Piramidaning massasi aniglansin.

Javob: J“dx Q~xdy f “~X~yzdz =

10. x2+y2- z2= 0vaz = h sirtlar bilan chegaralangan jismning

har bir nugtasidagi zichlik shu nugtaning applikattasiga teng bo’lsa,
jismning massasi topilsin.

Javob:

11. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan bir jinsli jismning og’irlik

markazi topilsin:

x=1

Dx +y+z—a x=0,y=0,z=0;

2)az =a2—x2—y2,z2=0;

3)x2+y2+z2=2a2,z —0.

Javoblar: 1)g;7;0;2) (0;0;f); 3) (0; 0;™).

12, Quyida ko’rsatilgan sirtlar bilan chegaralangan jismning (zichlik
) 0z 0’qga nisbatan inertsiya momenti aniglansin.

D*=0, y=0,y=a z=0vax +z =g

2)x +y +z =aV2, x2+y2—a2 z=0.

Javoblar: 1) g-; 2)
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V. BOB. EGRI CHIZIQLI VA SIRT INTEGRALLAR1
81. Egri chizigli integral va uni hisoblash. Grin formulasi
1.1. Yoy uzunligi bo’yicha egri chizigli integral (birinchi tur

egri chizigli integral)

Aytaylik f(x,y) funksiya tenglamasi y = (p{x){a < x < b) bo’lgan
K egri chizig AB yoyining barcha nuqtalarida aniglangan va uzluksiz
funksiya bo’lsin (1-chizma).

AB yoyni ihtiyoriy ravishda A = A0,A1,A2,...,An = B nugtalar
bilan n ta elementar yoylarga bo’lamiz. Alk bilan Ak_1Ak yoy uzunligini
belgilaymiz. Har bir elementar yoyda M(xk;yk) nugtani tanlaymiz. U
holda bu nugtadagi funksiyaning giymati f(xk;yk) bo’ladi. Endi
funksiyaning bu nuqtadagi giymatini Alk yoy uzunligiga ko’paytiramiz va

n

JV (xk;yk)Alk (1)
k=1
yig’indini tuzamiz. Bu yig’indi ham integral yig’indi deb ataladi.
Ta’rif. (1) integral yig’indining elementar yoylardan uzunligi eng
katta bo’lganini uzunligi nolga intilgandagi limitiga /(x,y) funksiyadan
1B yoy bo’yicha olingan birinchi tur egri chizigli integral deb ataladi va u
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ff(x,y)dl @)
AB
kabi yoziladi. Demak, ta’rifga asosan

n

Birinchi tur egri chizigli integral quyidagicha hisoblanadi:

b

Jf{x,y) dl = \Jf[x, PRI VI + [P'(]2dx (4)

AB a

Agar K egri chizig X = X(t),y = y(t) (tx<t < t2) parametrik
tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, u holda

Jf(x,y)dl= Jf[xit),yit)] yj[x'it)]2+ \y'it)]2dt (5)
K
Agar f{x,y) > 0bo’lsa, u holda fK fix,y) dlI birinchi tur egri chizigli
integral y = /(x,y) 0’zgaruvchan chizigli zichlikka ega bo’lgan K egri
chizigni massasini bildiradi.
Birinchi tur egri chizigli integral quyidagi hossalarga ega:
1°. Birinchi tur egri chizigli integral integrallash yo’lining
yo’nalishiga bog’lig bo’Imaydi. Ya’ni,

AB BA

3°. I Cfix.y)dl =C fix,y)dl, C- ozgarmas son.
K K
4°. Agar K ikkita Kr va K2 chiziglar yig’indisidan iborat bo’lsa, u
holda quyidagi tenglik o’rinli bo’ladi:
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Jf(x,y)dl = J f(x,y)dl +j f(x,y) dl.
K Kx KR

1.2. Koordinatalar bo’yicha egri chizigli integral (ikkinchi tur
egri chizigli integral)

Aytaylik P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar tenglamasi y = (p(X)
(a < x < b) bo’lgan K tekis egri chiziq AB yoyining nuqtalarida uzluksiz
bo’lsin.

P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar uchun koordinatalar bo’yicha integral
yig’indi deb

n
+ Q(fcVk)byk]
k=1
ga aytiladi. Bu yerda Axk va Ayk lar elementar yoyning ox va oy
o’glardagi proeksiyalari.

Ta'rif. P(x,y)dx + Q(x,y)dy ifodaning AB yoy yo’nalishidagi
koordinatalar bo’yicha egri chizigli integrali (ikkinchi tur egri chizigli
integrali) deb, integral yig’indining Axk va Ayk laming eng kattasi nolga
intilgandagi limitiga aytiladi va

J Poyrax + ey
AB
kabi yoziladi. Demak, ta’rifga asosan quyidagicha bo’ladi:
. n
J P{x,y)dx + Q(x,y)dy = Tim ~n*[P (ffc ik)Axk + Q "k;r]k)Ayk]
AB maxAyk->0k=I
Ikkinchi tur egri chizigli integral mexanik jixatdan F = P(x,y)i +
+Q(X,y)j 0’zgaruvchan kuchning AB egri chizigli yo’ldagi bajargan ishini
bildiradi.
Ikkinchi tur egri chizigli integral quyidagi hossalarga ega:
1°. Agar integrallash yo’lining yo’nalishi o’zgarsa, u holda egri
chizigli integralning ishorasi garama-garshisiga o’zgaradi. Ya’ni,
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j Pdx + Qdy = ~Jpaxs Qdy.

AB BA

2°. \] Pdx + Qdy = \]de + J Qdy.
AB AB AB
Qolgan hossalar birinchi tur egri chizigli integrating hossalari bilan
bir xildir.
Ikkinchi tur egri chizigli integral quyidagi formula bilan hisoblanadi:
b

\]P(x,y)dx +Q(x,y)dy =J {PDx.(p()] + (p"(X)QLx, (P(x)]}dx
K a
Agar K egri chizig x =x(t), y =y(t) (tx< t <t2) parametrik
tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, u holda ikkinchi tur egri chizigli
integral quyidagi formula bilan hisoblanadi

J P(x,y)dx +Q(x,y)dy = J{P[X(t),y(t)]x'(t) +QIx(1),y(H)]y' (1) }dt.

cl
Agar K fazoviy egri chiziq bo’lsa, u holda ikkinchi tur egri chizigli
integral quyidagi formula bilan hisoblanadi:

\] P(x,y,2)dx + Q(x,y, z)dy + R(x,y,z)dz =

K
h

= J{pIx(t),y (1), z()]x'(t) + Ne (0.y (£).z(£)]y (1) + RIx(t\y(t),z(t)\z'(t)}dt.
Cl
D soha yuqoridany = ¥r(x), quyidan y = yr(m) egri chiziglar bilan
[¥Yr(x) < ¥200], yon tomonlardan x = a, x = b to’g’ri chiziglar bilan
chegaralangan to’g’ri soha bo’lsin (2-chizma).
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U holda D sohaning yuzi:

b
S = \ryZ(*) dx - J Y100 dx.
a a
Lekiny = y200 tenglama 12{MPN) egri chizigning tenglamasidan iborat
bo’lgani uchun birinchi integral shu egri chizig bo’yicha olingan
integraldan iborat; demak,

u
| y2 (x)dx = \] ydx
mFn
Ikkinchi integral esa IX(MQN) egri chiziqg bo'yicha olingan
integraldir, ya'ni:
t)y(x)dx= \ydx.
a MN

Egri chizigli integralning 1-xossasiga asosan

J dx=- \ydx
MPN NPM
Demak,

S=- Jydx- jydx=- Iydx (8).
MPN MQN

Bu holda L egri chiziq soat sterelkasi yo'nalishiga teskari aylanib
chigadi.



Agar L ning chegarisini bir gismi OY o'qqa parallel bo'lgan MrM
kesmadan iborat bo'lsa, u holda
M
\ydx=0
Mi
bo'ladi va (8) tenglik bu holda 0'z kuchini saglaydi (3-chizma).

Xuddi shunga o'xshash
S= \xdx 9
L

bo'lishini ham ko'rsatish mumkin.
(8) va (9) tengliklarni hadlab go'shib S yuzni topish uchun

£=" \xdy-ydx (10)

formulani xosil gilamiz.
Biror L = MN egri chizigli yo'lda o’zgaruvchi
F=X{x,y,2)i+Y(x,y,2)j+Z(x,y,2)k
kuchning bajargan ishi
N
A- 3 X{x\y,z)dx+Y{x,y,z)dy+Z{x,y,z)dz
(M) (11)
egri chizigli integaral bilan hisoblanadi.
Biror D soha bo'yicha olingan ikki o'lchovli integral bilan shu
soxaning L chegarasi bo'yicha olingan egri chizigli integral orasida Grin
formulasi deb ataluvchi quyidagi munosabatlar o'rinlidir:
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"R gyAdxdy= \X dx+Ydy (12) soat strelkasi bo'yicha.
ay X

AY X gxdy= \X dx+Ydy (13) soat stirelkasiga teskari.
Teorema. X(x,y) , Y(x,y) funksiyalar biror D sohaning barcha
nuqtalarida O’Z',n'mgfj_)_(_g_:ﬂ va dY(X,y) xususjy xosilalari bilan
dy 8x
birga uzluksiz bo'lsa, u holda shu sohada yotgan ixtiyoriy L yopiq kontur
bo'yicha olingan egri chizigli integral
| X(x,y)dx +Y(x,y)dy=0
L

bo'lishi uchun D sohaning hamma nuqtalarida
dx_dy
dy dx
tenglikning bajarilishi zarur va veterlidir.
Egri chizigli integral yordamida fazoviy egri chiziq og'irlik
markazining koordinatalarini ham topish mumkun. Ular quyidagi
formullalardan topiladi:

Jxds £yds \zds
Xc=L Yc=k Zc=~ 14).
\ds \ds = ds (4
Misoilar.

1 | y2dl egri chiziglijntegral hisoblansin. Bu yerda AB x —acost,
Jab

y = asint, (0 < t <-) aylananing bir gismi.
Yechish: y2 = a2sin2t, dl = VtM'CO]2 + [y'(t)]_IZdt=
= Va2cos2t + a2sin2dt = adt; I yadl = azsin2t eadt =
Jab Jo
a3 f2
J

n a3/ 1 \
(1 - cos2t)dt = —\t - -sin2tj 2-"JL
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Jydl

AB
integral hisoblansin. Bu yerda AB egri chiziq y 2=2x parabolaning (0;0)
nugtasidan (2;2) nugtasigacha bo’lgan yoyidan iborat.

Yechish: y2 = 2x, y=n/2x, y'=(V2x)' = dl = V1+y"2dx =

1+ ~dx; f ydl - fV2x- (I +—}dx: f V2x + ldx =

2* Jab 6 'N 2X JO
2 , 1 (2*+1)2 2 1 3
=-f 2x+ D2d(2x + 1) =-» 0---(2x+ 12
2 Jo g

:i(ﬂ-i) =i(5V I-i).

4. Jdex + xydy integral hisoblansin. Bu yerda AB egri chiziq
AB
x = cost, y = sint, 0 < x < - aylana yoyining to’rtdan biriga teng.
Yechish: x2 = cos2t, dx = —sintdt, xy = cost esint.dy = costdt.
Bulami egri chizigli integralni hisoblash formulasi / P(x,y)dx +

+Q(x,y)dy = /n{P[<KO0,TKO]<p'(0 + Q[<P(t),ilt(t)]iJj'(t)}dt ga
qo’yamiz:
M
Jx2dx +xydy =j 2(-cos2t esint + cos2t esint) dt = 0.
ab 0

4. j>(x +y)dy
L
integral hisoblansin. Bu yerda Lx = 0, y = 0,x = 1, y = 1 (4-chizma)

to’g’ri chiziglar bilan chegaralangan to’gri to’rtburchak ko’nturidan iborat.
Yechish:
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L ko’ntur bo’yicha olingan egri chizigli integraini quyidagicha
yozish mumkin:

oo - b st oEb saa °
Bunda fAg = 0 va f = 0. Chunki bularda y=0 bo’lganligi uchun

dy —O0 bo'ladi. Shuning uchun biz 1 va | intervallarni hisoblash
JBc Jda

bilan cheklanamiz. Ularni hisoblash uchun

J[ Q(x,y)dy = f Q[x,y(x)]y'(x)dx
ab Ja
formuladan foydalanamiz:
R o _ .|. , _ 1 3
\](X+y)dy (L+y)dy =(y 'y j 0" 1427 2:
} (x+y)dy =[ (0O+y)dy = 0-0-1- 1
da Ji N

Shunday qilib,

5-81 (x —y) dx+(x+Yy)dy integraini Grin fo’rmulasidan foydalanib
hisoblansin. Bu yerda L ko’ntur x2 + y2 = R2aylanadan iborat.
Yechish: P(x,y) =x-y , Q(x,y) =x+y va- =-1, ~ =1

lunksiyalar x2 + y 2 = R2doirada uzliksiz. Demak, berilgan integralga
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’ 0 - ) dxdy=Pax+Qey

Grin fo’rmulasini go’llash mumkin.
P (x-y)dx +(x+y)dy =Jj (L+i)dxdy =2JJ dxdy - 2+S =2nR2,

6. y =x2, x =y2 8xy =1 egri chiziglar bilan chegaralangan
soxaning yuzi topilsin.

Yechish: Egri chiziqg teglamalarini birgalikda yechib A (~,") ,

A (4*2) nudta‘arni topamiz. Soxani xosil giluvchi ko’ntur OA, AB, BO
yoylar yig’ndisidan iborat, shunig uchun

S-"Mf xdy- ydx +- f xdy - ydx + - f xdy - ydx =
2 Jab 2ho

2 Joa
_ dx | fO r, x3Ir 1 _
_EJID?')'(ZdX_B(nX 44 1 |2 2_
11 1 1 1 1+ 3In2
= e h—n2 H---= ----- H—-dn2 = — —-—~ 0,13 kv. b.
48 8 48 24 8 24
7. Har bir nugtasidagi chizigli zichligi nugta absissasining kvadratiga

proportsional bo’lgan y = lux egri chizigning absissalari xA= 1 va
xB = 3 ga teng A va B nugtalarini birlashtiruvchi yoy massasi topilsin.

Yechish:y = Inx, y'-—dl =71 +y'2 1+-\dx Vi+x2dX,

Y =y(@,y) = k*2bo’lgani uchun

3
m = \JYdI=K\Jx2- ***—dx=Kan/I+x2dx=
AB 1 1
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=jtfa +x2QU +*2 =F (1 + x2)N = | [lot - 2i]=
=J(ndW - v8)=J(IOVIO - 2n/2)=y (5VTO - V2) *9,6 m.

8. X —t —sint, y = 1—cost (0 <t < 7r) sikloida og’irlik
markazining koordinatalari topilsin.

Yechish: Ma’lumki, L egri chiziq bir jinsli yoyi og’irlik markazining
koordinatalari

_ fL xds f, yds
T \Lds I Y

formulalardan topiladi. Bu yerda/ ds yoy uzunligidan iborat.

Xr

fL ds = J*sj[x'(t)]2+ [y'(t)]2dt =J"V (1 - cost)2+ sin2tdt =

n
f 1t t|T n
= 21 sin-dt - -4cos-|" - -4cos —+ 4cos0 = 4.
0
| f | f i 2sint 1f/7 t  t .\
Xc-~J xds--  (1- sint)--—- —at =-J ~tsin- —sin-sint) dt =
[m il 4\
- 4+ -
0 2v 3
t Ifnl
Y- ~J yds =-j (1- cost) -25in—20ﬂt ='5 girm"—sin"cost"j dt =
2
t o 0
ir_ t 1 3t ]| 4
-21-2C0S- +-raSy-coS-j[0=]

Oemak, C(|;f).

Mustagqil yechish uchun topshiriglar.
1 4(2; 2) vafi(2; 0) nugtalar berilgan. 1) 04 to’g’richizig;

2) Y=y parabolaning 04 yoyi; 3) 0134 siniq chiziq bo’yicha
(x +y)dy integral hisoblansin.
Javoblar:1)4;2) 3)2.
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2. | (x —y)dl integral hisoblansin. Bu yerda L /4(0; 0) va
6 (4; 3) nugtalami birlashtiruvchi kesmadan iborat.

Javob:8§.

3. fAB(2xy —y 2)dx integral hisoblansin. Bu yerda AB markazi
koordinata boshida va radiusi R bo’lgan aylananing yuqori gismidan
iborat.

Javobé-63.

4. /1 (x +y)dl integral hisoblansin. Bu yerda L ko’ntur 0(0; 0),
/4(1; 0) va 6 (0; 1) nugtalarni birlashtiruvchi uchburchakdan iborat.

Javob: 1+Vv2 .

5. /4(0; 1), 6(2;5) va C(0; 5) nuqgtalar berilgan./c [(x +y)dx - 2ydy]
integral: 1) AB to’g’ri chiziq bo’yicha; 2) y = x2+ 1 parabolaning AB
yoyi bo’yicha; 3) ABC siniq chiziq bo’yicha hisoblansin.

Javob; 1) -16; 2)-y; 3)-12.

6. /4(4; 2) va 6(2; 0) nugtalar berilgan. 1) OA to’g’ri chizig; 2) OBA
siniq chizig bo’yichaJ [(x + y)dx —xdy] integral hisoblansin.

Javob: 1)8; 2)4.

7. 14(0; —2) va 6(1; 0) nuqtalar berilgan. fL (2 +xy2)dx - (3 —
—x2y")dy integral: 1)y = 2x - 2to’g’ri chiziq bo’yicha; 2)y2 =4 - 4x

parabola bo’yicha; 3) — + y2 _ 1 ellips bo’yicha hisoblansin.
Javob: 1) -4; 2)-4; 3)-4.
8. /4(a;0;0), 6(a;a;0) va C(a;a;a) nugtalar berilgan. OC to’g’ri

chizig va OABC siniq chizig bo’yicha / (ydx + zdy + xdz) integral
hisoblansin.

Javob:1)I,5a2; 2)a2.

0. Tomonlari x =0,y =0, x +y = a to’g’ri chiziglarda yotgan
uchburchak ko’nturi bo’yicha olingan & [(X +Yy)dx —2xdy] integral
uchun Grin foormulasi yozilsin va tekshirilsin.
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10.Grin formulasidan foydalanib, uchlari A(a; 0), B(a; a) va C(0; a)
nugtalarda bo’lgan AFCuchburchak ko’nturi bo’yicha

[y2dx + (x +y)2] dy
L
integral hisoblansin.

Jovob:—3 .

11.x = accost, y = bsint ellips yuzi egri chizigli integral bilan
hisoblansin.

Jovob: nab.

12, X = acos3t, y = asin3t astroida bilan chegaralangan yuzni egri
chizigli integral bilan hisoblansin.

Javob: 3N a2

13.y2 = x vax2 = y parabolalar bilan chegaralangan yuza topilsin.

Javob: ékv.bir

14. x = etcost, y = etsint, z =ec (-0 < t < 0) egri chiziq bir
jinsli yoyning og’irlik markazi topilsin.

Javoh:C

82, Sirt integrallari
S tekis-sirtning har bir nugtasida uzliksiz bo’lgan F(M) funksiya
berilgan bo’lsin. S sirtni ixtiyoriy usul bilan yuzlari ASX, AS2, ...ASn
lardan iborat n ta gismiy sirtlarga bo’lamiz va ularning har biriga ixtiyoriy
Mt ,M2, ..., Mn nugtalami tanlaymiz. Funksiyaning tanlangan har bir
nugtadagi giymatlarini hiSoblaymiz va quyidagi yig’indini tuzamiz:
n

F(MXAS, + F(M2)AS2+ - + F(Mn)ASn ="~ F(Aft)A5i 1)
i=i
Bu yig’indi Fﬂ\/]j) funksiya uchun S sirt yuzasi bo’yicha olingan
integral yig’indi deyiladi.
S sirtni gismiy sirtlarga bo’linishlar soni N cheksiz ortib borishi
bilan gismiy sirtlaming eng kattasini diametri nolga intilganda yugoridagi
integral yig’indi biror limitga intiladi va bu limitni F{MI") funksiyadan S
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sirt yuzasi bo’yicha olingan birinchi tur sirt integrali deyiladi hamda uni
quyidagicha yoziladi:

\]\]f(M)ds (2)
s
Koordinatalar bo’yicha, ffs P(M)dxdy, JJ5 Q(M)dxdz yoki

JS R(M)dydz sirt integrallari ham yuqoridagidek aniglanadi.
Koordinatalar bo’yicha sirt integrali (ikkinchi tur sirt integrali)
umumiy holda

\]\] P(M)dxdy + Q(M)dxdz + R(M)dydz 3)
S
ko’rinishda yoziladi.
Har ikkala turdagi sirt integrallarini hisoblash ikki o’lchovli
integralni hisoblashga keltiriladi.
Agar sirt integralini integrallash soxasi S Z=(p(x, y) tenglama bilan
berilgan bo’lsa, u holda birinchi tur sirt integrali quyidagi formuladan
foydalanib ikki o’lchovli integralni hisoblashga keltiriladi:

ds :\]l + {(px) + {gy)dxdy (4), \]\] F(x,y,z)ds =

S

= \]\]f[x,y,(p(x,y)]\]
Sxy
Buyerda5xy S sirtning oxy tekslikdagi proeksiyasi.
Koordinatalari bo’yicha (ikkinchi tur sirt integrali) sirt integrali
quyidagi formula yordamida hisoblanadi:

+ (<Px)2 + (<Py)2dxdy (5)

\]\]f(x,y,Z)dxdy = \]\]f[x,y,<p(x,y)]dxdy (6)
S Sxy
Agar S yopig soxa bo’lsa, u holda uning tashgi tomoni bo’yicha
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olingan sirt integrali jj> bilan, ichki tomoni bo’yicha olingan sirt

integrali bilan belgilanadi.

Yopiqg S soxa bo’yicha olingan integralni bu sirt bilan chegaralangan
G soxa bo’yicha olingan uch o’Ichovli integralga Ostrogradskiy-Gauss
formulasi deb ataluvchi quyidagi formula yordamida keltirish mumkin:

Pdydz + Qdxdz + Rdxdy = + Qy + R'"dxdydz .
+s c

Bunda P(x,y,z), Q(x,y,z), R(X,y,z) va ulaming birinchi tartibli
xususiy xosilalari G soxada uzliksiz bo’lishi kerak.

Agar S yopig soxa bo’Imasa, u holda S sirt bo’yicha olingan integral
va shu sohani chegaralovchi L ko’ntur bo’yicha olingan egri chizigli
integral Stoks formulasi deb ataluvchi quyidagi formula bilan bog’langan
bo’ladi:

= ¢d Pdx + Qdy + Rdz (8)

Bu yerda: ham P(x,y, z), Q(x,y,z), R(x,y,z) va ularning birinchi
tartibli xususiy xosilalari G soxada uzliksiz bo’lishi kerak.

Sirt integrali ham bir gator tatbiglarga ega:

S sirtningyuzi

dan topiladi
S sirtning massasi

(10)
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dan topiladi. Bu yerda 5(M) S sirtning M(x,y,z) nugtasidagi massa
tagsimlanish zichligi.

Sirt biror qgismining kooirdinata o’glariga nisbatan inersiya
momentlari.

Jox =J3f (Y2+z" ds’Joy = ff(x2 +2z2)ds'Joz = ff(*2+y2ds (11)
s s s
lardan topiladi.

Sirt biror gismining og’irlik markazi koordinatalari

Xc-1JJ xds, yc=+xJfyds, rc=\\\ zds (12)

S S S
formulalardan topiladi. Bu yerda S sirtning berilgan gismini yuzini

bildiradi.
Misollar.

1 J—\]\] (6x + 4y + 32)ds sirt integrali hisoblansin. Buyerda S

S
sirt x + 2y + 32 = 6 tekislikning birinchi oktantadagi gismidan iborat.

Yechish: Berilgan integral birinchi tur sirt integralidan iborat. S
integrallash soxasi ABC uchburchakdan iborat (1-chizma)

AT
X A(6:0:0) i
I-chizma

Berilgan sirt integralini ikki o’Ichovli integral bilan almashtiramiz.
Z="(6- Xx- 2y), ds =J 1+ (Zx)2+(z'y)2dxdy =~ dxdy

bo’lgani uchun
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Vi4d IT
J=-y JJ(5x + 2y + 6)dxdy
Jxy
bo’ladi. Bu yerda Sxy S sirtning oxy tekislikdagi proeksiyasi, ya’ni ABO
uchburchakdan iborat.
Xosil bo’lgan ikki o’lchovli integralni hisoblash uchun uni ikki
karrali integral bilan almashtiramiz.
3 6-2y

Vi4
|réy%) 2y+6d=“1\i|x2+2xy+6x)f6“d

= 2VI4J (y2- Oy + 21)dy =:Via fy - 5y2+ 21yn = 54V14.
O L} 1

2.]= \]\](XZ +y2)ds
s
integral hisoblansin. Bu yerda S sirtz2 = x2 +y 2 konus sirtning z=0 va

z=I tekisliklar orasidagi gismidan iborat:
Yechish; Z="x2+y2, zx = IX2Hy v = Ix2+y2
ds=JI1 + (Zxy + (Zy)2dxdy =JI +~ » +J7dxdy =
= \f2dxdy. n
U holda izlanayotgan integral quyidagi ko’rinishga keladi:
J - \]\](XZ +y2)VIdxdy

Bu yerda D integrallash soxasi x 2 + y 2 < 1 doiradan iborat. Shuning

uchun
T

J= VZJ\](XZ +'y2)dxdy = 4V2\Tde\] r3dr = VZ\Tdcp =-

3. Z=yla2—x2—y 2 yarim sferaning 0z oqga nishatan inersiya
inomenti hisoblansin.
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Yechish: 2 ' = (g/a2 —x2—y2) " = —

*2-V2'
Zy=U“2-X2-Y2'V= - wip-x2y2" ds=VI +0i)2+ (4)2=
dxd
o \]\] (X2+y2) ds = \]J (X2+ y2) -.dxdy.
S S yja2 —x2 —y 2

Integrallash sohasi yarim sferaning XOY tekislikdagi proeksiyasidan,
ya’ni x2+y2 < a2 doiradan iborat. Oxirgi integralni hisoblash uchun
qutb koordinatalariga o’tamiz.

L "t =4

chegaralangan bo’lagi og’irlik markazi koordinatalari topilsin (2-chizma).
Z»

Yechish: Z —X tekislikning ko’rsatilgan gismini yuzini topamiz.
z*=l, Zy=0 bo’lganligi uchun
1 I-x 1
S=JJJ1+ (ZX)24 (Zy)2dxdy =y[2J dx J dy =V2J (1 —x)dx =
d (0] (o] (o]

x2 1 1 n2

U holda quyidagiga ega bo'lamiz:
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j XdX\] Ny :2\]x(l - x)dx=2\](x—x2)dx—

J
0 0 0 0

0= O s WA ) 322

i

5 /| = \]\] Yx2+y2dxdy

S
ikkinchi tur sirt integrali hisoblansin. Bu yerda S sirt x2+y2 < a2

doiraning quyi gismidan iborat.
Yechish: S sirt 0’zining XOY tekislikdagi Sxy proeksiyasi bilan bir
hil bo’ladi. (6) formulaga asosan

J=- \]\] Xjx2+ y 2dxdy = —\]\]yfr-rdcpdr = —\] d<p\] rrdr —

x2+y2<a2 r

0 0
[2 S,a 2 I 5 2 5 10

=h r2\odV =si azZzdvVv =5aM 2n

- 223 won= qrnfas
= -za2 2n = --{[n/a5

6,0strogradiskiy-Gawss formulasidan foydalanib

J= \]\] 4x3dydz + 4y 3dxdz —6z 3dxdy

«till inlegralini hisoblang. Bu yerda S sirt x2+ y2 = a2silindrningz = 0
vii /  h Ickisliklar bilan chegaralangan gismidan iborat (3-chizma).

<)simgradskiy-Gauss formulasini chap tomoni bilan berilgan
llili'gmliii lagqoslab P = 4x3, Q = 4y3, R = —6z4 ekanligini topamiz.
I Hauling Htisusiy xosilalari Px - 12x2, Qx = 12y2, Rz = —24z3 lardan
ibiul  Thilarni
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A(a;0;0)
3-chizma

Pdydz + Qdxdz + Rdxdy = || ] (Px + Py + P2)dxdzdy
G
formulaning o0’ng tomoniga go’yamiz. Natijada S yopiq sirt bo’yicha
olingan sirt integrali S yopiq sirt chegarasi bilan hosil gilingan G soxa
boyicha olingan uch o’Ichovli

= 12 \]\]\](XZ +y2—2z3)dxdzdy
G
integralni hisoblashga kelamiz.
Bu integralni dastlab z bo’yicha integrallab, so’ngra
koordinatalariga o’tamiz.
h

J=12 dxdy j (x2+y2—2z3)dz =
JJexy J

qyto

TNy -
(x2+y2)z-y ;=0 xay =
X2+y2<a?



2n a
=12 JJ~r2h- rd(pdr —12hJ d(pJ ~r3 — dr = 6na2h(a2- h3
0 0

Mustagil yechish uchun topshiriglar

L J\] [xcosa + ycos(3 + zcosy]ds integral,x +y +z = a
S
tekislikning birinchi oktantada yotgan gismini ustki sirti bo’yicha hisoblansia

Javob: )

2. \]\](x +y +2z)ds integral hisoblansin. Buyerda Ssirt x2 +

S
+y2+z2=a2, z > 0 dan iborat.
Javob: 0.

3. \]\] (x2+ y2)ds integral hisoblansin. Buyerda Ssirt
S

nix2+y2<z < 1 jismning chegarasidan iborat.

Javob: |(1+V2).

4. Quyidagi ikkinchi tur sirt integrallari hisoblansin:

H /= \]\]xdydz +ydzdx +zdxdy,bu yerda Ssirtx2+y2+z2=a2

S
ilniming tashgi tomonidan iborat;

» > - S x'dydz + y2dzdx + z2dxdy, bu yerda Ssirt (x —a)2 +
'V
I(V b)y1(z- c)2= R2sferaning tashqi tomoni.
Javob: 1)4na3; 2)~7rJ?3(a + b + c).
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5. Ostrogradskiy-Gauss formulasidan foydalanib quyidagi integrallar
hisoblansin.

1) jj>z2 dxdy, buyerda Ssirtx2+y2+ 2z2= 2 ellipsoid sirtidan
-s
iborat;

2) jj>zdxdy +ydxdz +xdydz,bu yerda Ssirtx = 0,x = 1,y = 0,
-S
y —1, z =0, z = 1tekisliklar bilan chegaralangan kub sirtidan iborat.
Javob:l) 0; 2)-3.

6. z=2—* sirtning xoy tekisdan pastga joylashgan gismining
og’irlik markazi hisoblansin.
Javob:C(0;0;2£12).

7. 7~ X2ty paraboloidning 0z 0’gga nisbatan inersiya momentii

0< z < 1 shartda hisoblansin.

15

VI BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASI VA MATEMATIK
STATISTIKA ELEMENTLARI
8l.Ehtimollar nazariyasining asosiy tushunchalari

Ehtimollar nazariyasi oliy matematikaning bir gismi bolib, natijalari
tasodifiy omillarga bog’lig bo’lgan tajribalar uchun qurilgan modellami
o0’rganadi.

Har ganday tajriba (eksperiment, kuzatish) gandaydir anig shartlar
to’plamini bajarilishini va uning natijalarini kuzatishdan iborat. Ehtimollar
nazariyasida bir xil shartlar istalgancha marta takrorlanishi mumkin
bo’lgan tajribalargina garaladi.

O’tkaziladigan u yoki bu tajribada kuzatish predmeti bo’lib, biror
jarayon, fizik holat, igtisodiy samaradorlik, hosildorlik va hokazolar



olinishi mumkin. Demak, ehtimollar nazariyasida hodisa va tajriba
tushunchalari asosiy tushunchalardan hisoblanadi.

Ro’y beradi yoki ro’y bermaydi deb gapirish mumkin bo’lgan har
ganday vogea hodisa deyiladi. Tajribalar, kuzatishlar, o’lchashlaming
natijalari hodisalardan iborat. Masalan:

1) Tanga tashlanganda uning “gerbli” tomonini tushishi;

2) Otilgan o’gning nishonga tegishi;

3) Tolaning uzilishi va hokazolar.

Barcha kuzatiladigan hodisalarni 3 turga ajratish mumkin.

Ular: mugarrar hodisa, ro’y bermaydigan hodisa va tasodifiy
hodisalardir.

Tayin shartlar to’plami bajarilganda albatta ro’y beradigan hodisaga
mugarrar hodisa deyiladi. Masalan, tomonlari birdan oltigacha
nomerlangan bir jinsli kubni (shoshqol toshini) tashlanganda, shu
nomerlardan gandaydir bittasini tushishini hodisa deb olsak, bu hodisa
albatta ro’y beradi, ya’ni muqarrar hodisa bo’ladi.

Tayin shartlar to’plami bajarilganda mutlago ro’y bermaydigan
hodisaga mumkin bo’lmagan hodisa deyiladi. Masalan, yuqorida ko’rib
o’tilgan kubikni tashlashda 7-nomemi tushishi mumkin bo’lmagan
hodisadir.

Tayin shartlar bajarilganda ro’y berishi ham, ro’y bermasligi ham
mumkin bo’lgan.«hodisa tasodifiy hodisa deyiladi. Masalan, yugoridagi
kubikni tashlashda juft nomerlarni yoki tog nomerlami tushishi tasodifiy
hodisadir.

Odatda tasodifiy hodisalarni A, B, C, D, E, ... harflar bilan, mugarrar
hodisani U bilan, mumkin bo’Imagan hodisani V bilan belgilanadi.

Tasodifiy hodisalar ustida quyidagi amallarga to’xtalamiz:

L Agar A hodisa ro’y berishidan B hodisaning ham ro’y berishi
kelib cliigsa, u holda A hodisa B hodisani ergashtiradi deyiladi va Ac B
knhi yoziladi. Masalan, kubikni tashlaganda A hodisa deb 2 nomemi
tushishini, B hodisa deb juft nomerni tushishini belgilasak, u vagtda A
hodisa ro’y berishidan B hodisaning ro’y berishi kelib chigadi.

-227



2. Agar AcB va BcA, ya’ni A hodisa B hodisani ergashtirsa va
aksincha, B hodisa A hodisani ergashtirsa, u holda A va B hodisalar tens
(tengkuchli’) deyiladi va A=B deb belgilanadi.

3. A va B hodisalaming ikkalasi bir vaqgtda ro’y berishidan iborat
bo’lgan hodisa A va B hodisalaming ko vavtmasi deyiladi va AMB (AB)
kabi yoziladi.

4. A va B hodisalardan xech bo’lmaganda birining ro’y berishidan
iborat bo’lgan hodisa A va B hodisalaming vig’indisi deyiladi va AUB
(A+B) kabi yoziladi. Masalan, 0°q otish qurolidan ikkita 0’q otilgan bo’lib,
A birinchi otishda nishonga tegish, B ikkinchi otishda nishonga tegish
hodisalari bo’lsa, n holda AUB (A+B) birinchi otishda yoki ikkinchi
otishda yoki har ikkala otishda ham nishonga tegish hodisasi bo’ladi.

5. Bir necha hodisalaming vig’indisi deb, bu hodisalardan kamida
birini ro’y berishidan iborat bo’lgan hodisaga aytiladi.

6. Birgalikda bo’lmagan hodisalar deb bitta sinashda birining ro’y
berishi qolganlarining ro’y berishini yo’gga chigaradigan hodisaga
aytiladi.

Masalan: 1) Detallar solingan yashikdan tavakkaliga bitta detal
olindi. Bunda vyarogli detal chigish hodisasi yarogsiz detal chigish
hodisasini yo’qga chigaradi. Demak, bu hodisalar birgalikda emas;

2) Tanga tashlandi. Gerbli tomonini tushishi ragamli tomonini
tushish hodisasini yo’qqa chigaradi. Bu holda ham gerbli tomoni tushdi va
ragamli tomoni tushdi hodisalari birgalikda emas.

7. Agar sinash natijasida bir nechta hodisalardan bittasi va fagat
bittasining ro’y berishi mugarrar hodisa bo’lsa, n holda bu hodisa vagona
mumkin bo’lgan hodisa deyiladi. Masalan, nishonga qarata o’q uzildi
deylik. U holda nishonga tegish yoki tegmaslik hodisalaridan fagat bittasi
bajariladi.

8. Agar bir nechta hodisalardan hech birini boshqalariga nisbhatan
ro’y berishi mumkinroq deyishga asos bo’lmasa, n holda bu hodisalarni
teng imkonivatli hodisalar deyiladi. Masalan: 1) Tanga tashlanganda gerbli
tomoni tushishi yoki ragamli tomonini tushishi hodisalari teng
imkoniyatlidir; 2) O’yin soqqgasi tashlanganda u yoki bu (1,2,3,4,5,6)
ragamni tushishi hodisalari teng imkoniyatlidir.
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9. Hodisalaming to’la gruppasi deb, sinashning yagona mumkin
bo’lgan hodisalari to’plamiga aytiladi. Masalan, mergan nishonga garata
ikkita 0’q uzdi deylik, bunda Aj nishonga bitta 0’q tegishi hodisasi, A2
nishonga ikkita o’q tegishi hodisasi, A3 nishonga har ikkala o’gni
tegmaslik hodisasi. Bunda aytilgan hodisalar to’la gruppa tashkil etadi.

10. Qarama-garshi hodisalar deb, to’la gruppa tashkil etuvchi yagona
mumkin bo’lgan ikkita hodisaga aytiladi. A hodisaga garama-garshi
hodisani A bilan belgilanadi. Masalan: 1) Nishonga 0’q uzishda nishonga
tegishi va tegmaslik hodisalari garama-qarshi hodisalardir; 2) Yashikdan
olingan detalni yarogli yoki yarogsiz chigish hodisalari garama-garshi
hodisalardir.

11. Agar ikkita hodisadan birini ro’y berishi ikkinchisini ro’y berishi
yoki ro’y bermasligiga bog’lig bo’lmasa, u holda bu hodisalami erkli
hodisalar deyiladi. Masalan, tanga ikki marta tashlandi deylik, u holda
birinchi tashlashda gerbli tomoni tushish hodisasi, ikkinchi tashlashda
gerbli tomon tushishi yoki tushmaslik hodisasiga bog’lig emas.

12. Bir nechta hodisalarni har ikkitasi bog’liq bo’lmasa, u holda u
hodisalami iuft-iuft erkli deyiladi. Masalan; tangani uch marta tashlandi
deylik A, B, C mos ravishda birinchi, ikkinchi va uchinchi sinashda gerbli
tomon tushish hodisasi bo’lsa, bu holda ko’rilayotgan hodisalardan
ixtiyoriy ikkitasi bog’lig emas. Demak, A, B va Cjuft-juft erkli.

13. Agar ikkita hodisadan birining ro’y berishi -ikkinchisini ro’y
berish yoki ro’y bermasligiga bog’liq bo’lsa, u holda bu hodisalami o0’zaro
bog’lig hodisalar deyiladi.

14. Bitta sinashda ikkita hodisadan birini ro’y berishi ikkinchisini
ro’y berishini inkor gilmasa, u holda bu hodisalar birgalikda deyiladi.

Ehtimol tushunchasi ehtimollar nazariyasining asosiy
lushunchalaridan biri hisoblanadi. Bu tushunchaning bir necha xil ta’riflari
mavjud. Hozircha biz ehtimolning klassik ta’rifmi beramiz,

Bu magsadda biz quyidagi misolni ko’ramiz:

Yashikda yaxshilab aralashtirilgan 6 ta bir xil shar bo’lib, ulardan ikkitasi
gil.il, 3 tasi ko’k va 1 tasi oq bo’lsin deylik. Shubhasiz yashikdan
lavakkaliga rangli shar olinish imkoniyati oq shar olinish imkoniyatidan

ko’prog. Bu imkoniyatni son bilan xarakterlash mumkinmi? Ha, mumkin
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ekan. Mana shu songa hodisaning ehtimoli deyiladi. Shunday qilib
ehtimol, hodisaning ro’y berish imkoniyatini xarakterlovchi sondir.

Aytaylik, rangli shar chigishini A hodisa deylik. Sinashda ro’y berishi
mumkin bo’lgan har bir hodisani elementar hodisa deymiz. Ulami Eb E2,
E3, va hokazolar bilan belgilaymiz. Bizning misolda 6 ta elementar natija
bor. £"i-oq shar, E2, £3-qizil shar, E4, Es, E6-ko’k shar chiqdi natijalaridir.

Anigki bu natijalar yagona mumkin bo’lgan va teng imkoniyatli
hodisalardir.

Bizni gizigtirayotgan hodisani ro’y berishiga olib keladigan elementar
natijalami bu hodisaning ro’y berishiga qulavlik tug’diruvchi hodisalar
deyiladi. Bizni misolda A hodisaning ro’y berishiga quyidagi 5 ta natija
E2, E3, E4, E5, E6 lar qulaylik tug’diradi.

A hodisaning ro’y berishiga qulaylik tug’diruvchi elementar natijalar
sonining ulaming umumiy soniga nisbati A hodisaning ehtimoli deyiladi
va P(A) bilan belgilanadi. Ko’rilayotgan misolda jami elementar natijalar
6 ta, ulardan 5 tasi A hodisaga qulaylik tug’diradi. Demak, olingan
shaming rangli bo’lish ehtimoli: P(J1) =\ .

Umuman olganda, A hodisaning ehtimoli deb, sinashning bu hodisani
ro’y berishiga qulaylik tug’diruvchi natijalari sonining sinashning yagona
mumkin bo’lgan va teng imkoniyatli elementar natijalari jami soniga
nisbatiga aytiladi.

Shunday qilib A hodisaning ehtimoli quyidagi formula bilan
aniglanadi: P(A) =

Bu yerda m, A hodisaning ro’y berishiga qulaylik tug’diruvchi
elementar natijalar soni; n-sinashning mumkin bo’lgan barcha elementar
natijalari soni. Bu yerda elementar natijalar yagona mumkin bo’lgan va
teng imkoniyatli deb faraz gilinadi.

Ehtimolning ta’rifidan uning quyidagi xossalari kelib chigadi.

1) Mugarrar hodisaning ehtimoli 1 ga teng. Bu holda m=n bo’lgani
uchun P(A)=ﬁ= TI:I bo’ladi.

2) Mumkin bo’lmagan hodisaning ehtimoli nolga teng. Bu holda
m=0 bo’lgani uchun P(A)= Nons 0 bo’ladi.
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3) Tasodifiy hodisaning ehtimoli musbat son bo’lib, u nol va bir
orasida bo’ladi. Hagigatan ham 0 < m <n bo’lgani uchun 0 < —< 1
bo’ladi. Demak, 0 < P(A) < 1. Ehtimolning nolga va birga teng bo’lishi
mumkinligini e’tiborga olsak, 0 < P(A) < 1 deb yozish mumkin.

Ehdi ehtimol tushunchasi bilan o’zaro bog’liq bir tushuncha nisbiy

chastota tushunchasi bilan tanishamiz.
Nisbiy chastota ehtimol tushunchasi bilan bir gatorda ehtimollar

nazariyasining asosiy tushunchalari jumlasiga kiradi.

Hodisaning nisbiy chastotasi deb, hodisa ro’y bergan sinashlar
sonining aslida o’tkazilgan jami sinashlar soniga nisbatiga aytiladi.
Shunday qilib A hodisaning nisbiy chastotasi W(A) =~ formula bilan

aniglanadi. Bu yerda m-hodisaning ro’y berishlar soni, n-sinashlaming
jami soni.

Ehtimol va nisbiy chastota ta’riflaridan ko’rinib turibdiki, ehtimol
tajribadan ilgari, nishiy chastota esa tajribadan keyin hisoblanadi.

1- misol. Texnikaviy nazorat bo’limi tasodifiy tanlangan 80 ta detal
partiyasidan 3 ta yaroqsiz detal topdi. Yarogsiz detal chigishining nisbiy
chastotasi W(A) = iga teng.

2- misol. Nishonga garata 24 ta 0°q uzildi va ulardan 19 tasi nishonga
tekkanligi gayd qilindi. Nishonga tegishning nisbiy chastotasi W(A) = L
ga teng. ® ]

Turli tajribalarda nisbiy chastota juda oz o’zgarib, biror 0’zgarmas
son atrofida tebranadi. Shunday gilib, tajriba yo’li bilan nisbiy chastota
aniglangan bo’lsa, u holda uni ehtimolning taqribiy giymati sifatida olish
mumkin.

3- misol. Shved statistikasi ma’iumotlariga gqaraganda, 1935-yida qiz
hnlalar tug’ilishining nisbiy chastotasi oylar bo’yicha quyidagi sonlar bilan
Imrnkterlanadi: 0,486, 0,489, 0,471, 0,478, 0,482, 0,462, 0,484, 0,485,
0,491,0,482, 0,473.

Nisbiy chastota 0,482 soni atrofida tebranadi.

4- misol. Tanga tashlangan. Unda quyidagi jadvaldagi ragamlar gayd
gilingim.



Tanga tashlashlar Gerbli tomon Nisbiy chastota

Soni tushishlar soni

4040 2048 0,5059
12000 6019 0,5016
24000 12012 0,05005

Ko’rinib turibdiki, bu yerda ham nisbiy chastota 0,5 soni atrofida
tebranib turibdi.

Teorema: Birgalikda bo’lmagan ikkita hodisadan qaysinisi bo’lsa
ham, birining ro’y berish ehtimoli shu hodisalar ehtimollarining

yig’indisiga teng.
PA +8B) = P(a)+ RB).

Isbot: n-sinashning mumkin bo’lgan elementar natijalar soni; m-y-A
hodisaga qulaylik tug’diradigan natijalaming soni; m2-B hodisaga quiaylik
tug’diradigan natijalaming soni.

Yo A hodisa, yoki B hodisa ro’y berishiga qulaylik tug’diradigan
natijalaming soni m1+m2. Demak

P +B) :E*%”Z_:”l +nm_2 = P +PE).

Natiia: har ikkitasi birgalikda bo’lmagan bir nechta hodisalardan
gaysinisi bo’lsa ham, birining ro’y berish ehtimoli shu hodisalar
ehtimollari yig’indisiga teng.

PQi+a2H +an) = P+ P(D+ + PN
Isbot: A, B va C hodisalami qaraylik. Ulaming hech bir 2 tasi
birgalikda bo’Imaganligi uchun
PA+B+C)=P[(A+B)+C]=PU1+B)+P(C)= P(1)+P(6) +P(C).
1-misol. Yashikda 30 ta shar bor, ulardan 10 tasi gizil, 5 tasi ko’k,
15 tasi 0g. Rangli shar chigish ehtimolini toping.
Yechish. Rangli shar chigishi yo gizil shar, yoki ko’k shar chigishini

bildiradi. Qizil shar chigish (A hodisa) ehtimoli P(A) = ~ = 3+ Kok

shar chigish (B hodisa) ehtimoli P(B) = * N
A va B hodisalar birgalikda emas, ya’ni qizil rangli shar chigishi
ko’k rangdagi shar chigish hodisasini yo’qga chigaradi. Demak,

yugoridagi teoremaga asosan
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P(A+B)= P(A)+P(A) =~ ~ \ .

Teorema: Qarama-qarshi hodisalar ehtimollarining yig’indisi 1 ga

teng, ya’ni
P(A) + P(A) = 1

Isbot: Qarama-qarshi hodisalar to’la gruppa tashkil giladi. To’la
gruppa tashkil giluvchi hodisalar ehtimollari yig’indisi 1ga teng.

Eslatma. A hodisaning ehtimolini topishda, ko’pincha A hodisa
ehtimolini hisoblash, keyin esa izlanayotgan ehtimolni P(A) = 1- P(A)
bo’yicha topish qulaydir.

Amaliyotda juda ko’p masalalami hal gilishda ehtimoli juda kichik,
ya’ni nolga yagin bo’lgan hodisalar bilan ish ko’rishga to’g’ri keladi.
Kichik ehtimolli A hodisa yagona sinashda ro’y bermaydi deb hisoblash
mumkinmi. Bunday xulosa gilish mumkin emas, chunki Kichik ehtimolli
bo’lsada, A hodisa ro’y berib golishi mumkin.

Agar tasodifiy hodisa juda kichik ehtimolga ega bo’lsa, u holda
amalda bu hodisa yagona tajribada ro’y bermaydi deb hisoblash mumkin.

Quyidagicha savolning tug’ilib golishi tabiiy: yagona sinashda
hodisaning ro’y berishi mumkin emas deb hisoblash uchun uning ehtimoli
ganchalik bo’lishi kerak. Bu savolga bir giymatli javob berish mumkin
emas.

Mazmunan har xil bo’lgan masalalar uchun javob ham turlichadir.
Masalan: Parashyutdan sakralganda parashyutning ochilmaslik ehtimoli
0,01 ga teng bo’lsa, bunday parashyutlardan foydalanishga yo’l qo’yib
bo’Imaydi. Uzoqga gatnaydigan poyezdning kechikib kelish ehtimoli 0,01
ga teng bo’lganda esa poyezdning 0’z vagtida yetib kelishiga ishonch hosil
gilish mumkin.

Agar A hodisaning ehtimoli nolga teng bo’lsa, u holda A hodisaning
ehlimoli 1ga yagin bo’ladi.

Agar tasodifiy hodisa birga yaqgin ehtimolga ega bo’lsa, u holda
yagona tajribada bu hodisa amalda ro’y beradi deb hisoblash mumkin.

Teorema: Ikkita erkli hodisaning birgalikda ro’y berish ehtimoli shu
hixlisalarning ehtimollari ko’paytmasiga teng.

P(AB) = P(A) s« P(fi).
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Natiia: Birgalikda bog’lig bo’lmagan bir nechta hodisalarning
birgalikda ro’y berish ehtimoli shu hodisalarning ehtimollarini
ko’paytmasiga teng.

P(AItA2.A3,m .An) = P(Ar) mP(J12) « P(A3)+ .. *P(An).

1.1. Kamida bitta hodisaning ro’y berish ehtimoli

Teorema. Birgalikda bog’lig bo’lmagan Ax,A2,A3, .. ,An
hodisalardan kamida bittasining ro’y berish ehtimoli bir soni bilan Ab A2,
A3, ... ,'An garama-garshi hodisalar ehtimollarining ko’paytmasi orasidagi
ayirmaga teng:

P(U1) = 1 - gxg2.. gn.

Xususiy hoi. Agar AXA2,A3, ... ,An hodisalar q ga teng bo’lgan bir
xil ehtimolga ega bo’lsa, u holda shu hodisalardan kamida bittasining ro’y
berish ehtimoli

P(A) = 1-gn gateng.

1.2.Shartli ehtimol

A va B hodisalar bog’liq bo’lsin. Hodisalarning bog’ligligi ta’rifiga
ko’ra bu hodisalardan birining ro’y berish ehtimoli ikkinchisining ro’y
berish yoki ro’y bermasligiga bog’ligdir. Shuning uchun bizni, masalan, B

mhodisaning ehtimoli gizigtirayotgan bo’lsa, u holda A hodisa ro’y bergan
yoki ro’y bermaganligini bilishimiz muhimdir.

B hodisaning A hodisa ro’y berdi degan farazda hisoblangan
ehtimoliga shartli ehtimol deyiladi.

A va B hodisalar bog’lig bo’lib, P(A) yaPn(B) ehtimollar ma’lum
bo’lsin. Bu hodisalarning birgalikda ro’y berish ehtimolini, ya’ni bir
vagtda ham A hodisa, ham B hodisa ro’y berish ehtimolini ganday topish
mumkin. Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.

Teorema. 2 ta bog’lig hodisaning birgalikda ro’y berish ehtimoli
ulardan birining ehtimolini shu hodisa ro’y berdi deb faraz gilingandagi
ikkinchi hodisaning shartli ehtimoliga ko’paytmasiga teng.

P{AB) = P(J1) « PA(B) .
Xususan, 3 ta bog’lig hodisa uchun quyidagi tenglik o’rinlidir.
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P(ABQ = P(A) -PA{B)  P/IB(C).

Teorema. Birgalikda bo’lgan ikkita hodisadan kamida bittasining
ro’y berish ehtimoli shu hodisalarning yig’indisidan ulaming birgalikda
ro’y berish ehtimoli ayrilganiga teng. Ya’ni

P(A + B) = P(A) + P(B)- P(AB).

Eslatma 1. Bu formulani qo’llashda A va B hodisalar o’zaro erkli
ham, bog’lig bo’lishi mumkin ekanligini nazarda tutish kerak.

Erkli hodisalar uchun P(A + B) = P(A) + P{B) - P{A) « P(B).

Bog’liq hodisalar uchun esa P(/1 + fi) = P(JT) + P(£)- P(/T) « PXB).

Eslatma 2. Agar A va B hodisalar birgalikda bo’lmasa, u holda
ulaming birgalikda ro’y berishidan iborat bo’lgan hodisa mumkin
bo’lmagan hodisa bo’ladi, ya’ni P(AB) = 0bo’ladi. U holda

P(A + B) = P(A) + P(B) bo’ladi.

Faraz gilaylik, A hodisa to’la gruppa tashkil etuvchi birgalikda
bo’Imagan Bx,B2, ... , Bn hodisalardan bittasining ro’y berganlik shartida
ro’y bersin. Bu hodisalarning ehtimoilari va A hodisaning
P(BL)/A/,P(B2)/A/,.. ,P(Bn)/A/ shartli ehtimoilari ma’lum bo’lsin. A
hodisaning ehtimolini ganday topish mumkin? Bunga quyidagi teorema
javob beradi.

Teorema. To’la gruppa tashkil etuvchi birgalikda bo’lmagan
B1,B2, =, Bn hodisalardan bittasining ro’y berganlik shartidagina ro’y
beradigan A hodisaning ehtimoli, shu hodisalardan har birining ehtimolini
A hodisaning mos shartli ehtimollariga ko’paytmasi yig’indisiga teng:
P(A) = PdBJ « Pfil(A) + P(B2) « Pg2(A) + .. + P(Pn) « PBn(A).

Bu formula to’la ehtimol formulasi deyiladi.

1.3.Gipotezalar ehtimoli. Bayes formulasi
Faraz qilaylik, A hodisa to’la gruppa tashkil etuvchi birgalikda
bo’lmagan BbB2, ... , Bn hodisalardan bin ro’y berish shartidagina ro’y
bcrishi mumkin bo’lsin. Bu hodisalardan gaysi biri ro’y berishi avvaldan
iiomn’lum bo’lgani sababli ular gipotezalar deyiladi. A hodisaning ro’y
berish ehtimoli quyidagi formuladan topiladi:
PM)  /e(«,)* P,,M) + P(B2) « PB2M) + .. + P(Pn) e PBn(A) ().



Faraz qilayiik, sinash o’tkazilgan bo’lib, uning natijasida hodisa ro’y
bergan bo’lsin. Gipotezalaming ehtimollari ganday o’zgarganligini
aniglash masalasini qo’yaylik. Boshgacha aytganda
Pa(Bl)iPa(B2), ... , PA(fin) shartli ehtimollami izlaymiz.

Awal PA(B1) shartli ehtimolni aniglaymiz. Ko’paytirish teoremasiga
asosan.

P(ABJ = P(A) mPa(B1) = P{Br) * PBi(A).
Bundan PA(Br) = PB)p(* I(-A-bo’lib,
P LU < PBAA)
mPBi(A) + P{B2) mPB2(A) + .. + P(Bn) « PBn(A)"
Shu usulda qolganlarini ham topish mumkin. Bu formulalar Bayes
formulalari deyiladi.

Bayes formulalari sinash natijasida A hodisa ro’y berganligi ma’lum
bo’lgandan so’ng gipotezalar ehtimollarim gayta baholashga imkon
beradi.

Agar bir nechta sinash o’tkazilayotgan bo’lib, har bir sinashda A
hodisaning ro’y berish ehtimoli boshga sinash natijalariga bog’lig
bo’lmasa, u holda bunday sinashlar A hodisaga nisbatan erkli deyiladi.

Faraz qilayiik, n ta o’zaro erkli sinash o’tkazilayotgan bo’lib,
ulaming har birida A hodisa yo ro’y berish, yoki ro’y bermasligi mumkin
bo’lsin. A hodisaning ehtimoli har bir sinashda bir xil va p deylik. Demak,
har bir sinashda ro’y bermaslik ehtimoli ham o’zgarmas vaq = 1- p ga
teng.

n ta sinashda A hodisaning rosa K marta ro’y berish va demak n - K
marta ro’y bermaslik ehtimolini hisoblashni oldimizga magsad qilib
qo’yaylik. Shuni aytib o’tish mumkinki, A hodisaning K marta aniq bir
ketma-ketlikda ro’y berishi talab gilinmaydi. Masalan, A hodisaning 4 ta
sinashda 3 marta ro’y berishi to’g’risida gap ketsa, u holda quyidagi
murakkab hodisalar bo’lishi mumkin.

AAAA, AAAA, AAAA va AAAA.

AAAA yozuv birinchi, ikkinchi va uchinchi sinashda A hodisa ro’y

berib to’rtinchisida ro’y bermasligini bildiradi. lzlanayotgan ehtimolni

PM =
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(k) orgali belgilaymiz. Masalan, P5(3) yozuv 5 ta sinashda hodisa 3
marta ro’y berishi, demak 2 marta ro’y bermaslik ehtimolini bildiradi.

n ta sinashda A hodisaning rosa k marta ro’y berish va n-k marta ro’y
bermasligidan iborat bo’lgan 1 ta murakkab hodisaning ehtimoli erkli
hodisalar ehtimollarini ko’paytirish teoremasiga asosan pk ¢ qn~k ga teng.

Bunday murakkab hodisalar n ta elementdan k tadan nechta gruppani
tuzish mumkin bo’lsa, shuncha, ya’ni Ck ta bo’ladi. Bu murakkab
hodisalar birgalikda bo’Imaganligi uchun birgalikda bo’lmagan hodisalar
ehtimollarini qo’shish teoremasiga asosan izlanayotgan ehtimol barcha
mumkin bo’lgan murakkab hodisalar ehtimollari yig’indisiga teng. Bu
murakkab hodisalaming ehtimollari bir xil bo’lgani uchun izlanayotgan
ehtimol  bitta murakkab hodisaning ehtimolini ularning soniga
ko’paytirganiga teng, ya’ni

Pn{k) = Ck - pk * g(n~K) yoki Pn{k) = * pk m gn~k dan
iborat.

Bu formula Bemulli formulasi deyiladi.

1.4.Laplasning lokal teoremasi

Yugorida biz n ta sinashda hodisaning rosa K marta ro’y berish
ehtimolini hisoblashga imkon beruvchi Bemulli formulasini  keltirib
chigardik. Bu formulani keltirb chigarishda har bir sinashda hodisaning
ro’y berish ehtimoli 0’zgarmas deb faraz gildik.

Laplasning lokal teoremasi. Agar har bir sinashda A hodisaning
ro’y berish ehtimoli p o’zgarmas bo’lib, nol va birdan fargli bo’lsa, u
holda n ta sinashda A hodisaning rosa k marta ro’y berish ehtimoli Pn(k)
tagriban n gancha katta bo’lsa shuncha aniq

= 6 2= <p(X).
Y gnpqg \[2n P
(unksiyaning x = If/'nnpz dagi giymatiga teng. .

1 . . . . .
<d>X) = -j=+ e 2 funksiyadagi x argumentning musbat giymatlariga mos

kclgan funksiyaning giymatlaridan tuzilgan jadvallar mavjud. Funksiya
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juft bo’lgani uchun bu jadvallardan x ning manfiy giymatlari uchun ham
foydalanish mumkin. Shunday qilib, n ta erkli sinashda A hodisaning rosa
K marta ro’y berish ehtimoli tagriban quyidagiga teng bo’ladi.

==« <p(x), buyerda, x = gateng.

Faraz gilaylik n ta tajribaning har birida A hodisaning ro’y berish
ehtimoli o’zgarmas va p ga teng bo’lsin. n ta tajribada A hodisaning
kamida kx marta va ko’pi bilan k2 marta ro’y berish ehtimoli Pn(fci, k2) ni
ganday hisoblash mumkin. Bu savolga Laplasning integral teoremasi javob
beradi.

Teorema. Agar har bir sinashda A hodisaning ro’y berish ehtimoli p
o’zgarmas bo’lib, u nol va birdan fargli bo’lsa, u holdanta sinashda A
hodisaning kr dan k2 martagacha ro’y berish ehtimoli Ph(k1,k2) tagriban
quyidagiga teng.

©
buyerdax' = —

X z* . .
h(x) = *==JQe ~ dz uchunjadval mavjud.

th(x) funksiyani Laplas funksiyasi deyiladi. Laplas funksiyasi jadvalidan
foydalanish  mumkin bo’lishi uchun © formulani quyidagicha

0’zgartiramiz.  * 1 .
1
dz + - = e 2 dz~
\2ITi0
1
Vin

Shunday qilib n ta erkli sinashda A hodisaning kr dan k2 martagacha
ro’y berish ehtimoli
Pn(ki,k2) - (™) ~ d(x’)
gateng. Bu yerda
fei “ np . _k2-np
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Misollar.

1. Yashikda 12 ta shar bo’lib, ulardan 3 tasi og, 4 tasi qora va 5 tasi
qgizil. Yashikdan ixtiyoriy ravishda olingan shaming qora bo’lishi ehtimoli
topilsin.

Yechish: Olingan shaming qora bo’lish hodisasini A deylik. U holda
A hodisani ro’y berishiga imkoniyat yaratuvchi hodisalar soni m=4 va
barcha mumkin bo’lgan hodisalar soni n=12.

Demak, PsA)—— ~- -

2. Kitob 100 betdan iborat. Kitobning tasodifan ochilgan betida 5
ragamining gatnashishi ehtimoli topilsin.

Yechish: Barcha mumkin bo’lgan elementar hodisalar soni n=100 ga
teng. Hodisaning ro’y berishiga imkoniyat yaratuvchi hodisalar soni m=19.

Shuning uchun
m_ 19

P(A>" " 100 =0,19.

3. Ikkita tanga bir vagtda tashlanadi. Ikkala tangada gerb tomonining
tushish ehtimoli ganday bo’ladi ?

Yechish: Mumkin bo’lgan hollar quyidagi sxemadagiday bo’ladi?

Hollar Birinchi tanga Ikkinchi tanga
1-hol Gerb Gerb

2-hol Gerb Ragam

3-hol Ragam Gerb

4-hol Ragam Ragam

Mumkin bo’lgan hollar soni 4 ta. Hodisani ro’y berishiga qulaylik
tug’diruvchi hollar soni 1ta.

Demak, ikkala tangada gerbning tushish ehtimoli P(A) = ~ga teng.

4. Yashikda 6 ta ko’k, 4 ta yashil, 5ta gizil, 5ta oq va 10 ta qora shar
bor. Yashikdan tavakkaliga bitta shar olindi. Olingan shaming rangli
bo’lish ehtimoli topilsin.

Yechish: Rangli shar chigish hodisasini A bilan belgilaymiz, ko’k
rang chigish hodisasaini B bilan, yashil rang chigish hodisasini C bilan,
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gizil shar chigish hodisasini D bilan, oq shar chigish hodisasini E bilan,
gora shar chigish hodisasini esa K bilan belgilaymiz. U holda A=B+C+D
bo’ladi. Birgalikda bo’lmagan hodisalar ehtimollarini  go’shish
teoremasiga asosan quyidagiga ega bo’lamiz:

P() - P<B+c +D)=P(B)+ P(C) + P(D) =Yo+To+fo =M = °'5¢

5. Mergan uchta sohaga ajratilgan nishonga garata 0’q uzmogqda.
O’gning birinchi sohaga tegish ehtimoli 0,45, ikkinchi sohaga tegish
ehtimoli 0,35. Merganning bitta 0’q uzishda yo birinchi sohaga, yoki
ikkinchi sohaga tekkizish ehtimolini toping.

Yechish: A-“mergan birinchi sohaga tekkizdi” va B-“mergan
ikkinchi sohaga tekkizdi” hodisalari birgalikda emas (o’gning bir sohaga
tegishi ikkinchi sohaga tegishini yo’qga chiqgaradi), shuning uchun
go’shish teoremasini go’llash mumkin.

Izlanayotgan ehtimol quyidagiga teng:

P(A +B) =P(A) + P(B) = 0,45 + 0,35 = 0,80.

6. Ikkita yashikda oq va qora sharlar bo’lib, birinchisida 7 ta gora, 3
ta oq shar bor. Ikkinchisida 9 ta qora 6 ta og shar bor. Har bir yashikdan
tavakkaliga bittadan shar olinadi. lIkkala shaming og bo’lish ehtimoli
topilsin.

Yechish: A-ikkala shaming og bo’lish hodisasi, Ax -birinchi
yashikdan olingan shaming oqg bo’lish hodisasi, A2-ikkinchi yashikdan
olingan shaming oq bo’lish hodisasi bo’lsin.

Ar va A2 hodisalar o’zaro bog’lig bo’lmagan hodisalar bo’lgani
uchun A = A1 MA2vaP(A) = P(JIr) «P(A2).

Birinchi yashikda 10 ta shar, ikkinchi yashikda 15 ta shar bo’lganligi
uchun

P(AI) = 1. P(N2)=A, = ona.

7. A, B, C va D hodisalar to’la gruppa tashkil giladi. Agar P(J1) =
0,1; P(B) = 0,4; P(C) = 0,3 bo’lsa, D hodisa ehtimoli ganchaga teng
bo’ladi.

Yechish: A, B, C va D hodisalar to’la gruppa tashkil etganligi uchun
P(1) + P(B) + P(C) + P(D) = 1yoki 01+04+03+P(D) =1
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Bundan esa P(D)=1-0,8=0,2.

8. Biror kunda yog’ingarchilik bo’lish ehtimoli P=0,7. Shu kuni havo
ochiq bo’lish ehtimoli topi Isin.

Yechish: “Yog’ingarchilik bo’ladi” va “Havo ochiq bo’ladi”
hodisalari 0°zaro garama-garshi hodisalardir. Shuning uchun izlanayotgan
ehtimolq = 1—p = 1—0,7 = 0,3 gateng.

9. Nasos stansiyasida 4 ta nasos bo'lib, har bir nasosning tayin vaqtda
ishlab turish ehtimoli 0,7 ga teng. Tayin vaqtda bitta nasosning ishlab
turishi hodisasi A ning ehtimoli topilsin.

Yechish: Nasosning tayin vaqgtda ishlab turish va ishlamay turish
hodisalari 0’zaro garama-garshi hodisalar bo’lganligi uchun p +q - 1
Bundan nasosning tayin vaqtda ishlamasligi ehtimoli q =1—p = 1-
-0,7 = 0,3.

Nasoslaming ishlashi 0’zaro bog’lig bo’lmagan hodisalar bo’lganligi
sababli, izlanayotgan ehtimol quyidagicha bo’ladi:

PJT) = 1- g4=1- 0,34=1- 0,0081 = 0,9919.

10. Uchta samolyotdan bitta nishonga garata bomba tashlanadi.

Birinchi, ikkinchi ~va uchinchi samolyotlardan tashlangan
bombalarning nishonga tushish ehtimollari mos ravishda pr =0,4; p2=0,5;
p3=0,7. Uchala samolyotdan bir yo’la bir marta tashlaganda kamida bitta
bombaning nishonga tegish ehtimoli topilsin.

Yechish:  Birinchi, ikkinchi ~va uchinchi  samolyotlardan
bombalarning nishonga tegish hodisalariAX,AZ va/43 lar o’zaro bog’liq
bo’Imagan hodisalar bo’lgani uchun, ularga garama-garshi bo’lgan Au A2
va A3 hodisalar ham o’zaro bog’liq emas va

gl= 1- Pi=1-04=06
2= 1- P2=1-05=05
g3= 1-—p3=1- 0,7=0,3

U holda izlanayotgan hodisani A deb olsak, uning ehtimoli
quyidagicha bo’ladi:

P(A) = 1- gx*g2+93=1- 0,6¢05+0,3=1- 0,09 =0,91.

11 Hodisaning birgalikda bog’liq bo’lmagan uchta sinashda kamida
bir martta ro’y berish ehtimoli 0,936 ga teng. Hodisaning bitta sinashda
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ro’y berish ehtimolini toping (har bir sinashda hodisaning ro’y berish
ehtimoli bir xil deb faraz gilinadi).

Yechish: Qaralayotgan sinashlar birgalikda bog’lig bo’Imaganligi
uchun P(A) = 1 —qg4 formulani qo’llashimiz mumkin. Shartga ko’ra
P(A) = 0,936; n = 3. Demak, 0,936 = 1- g3 yoki g3=1- 0,936 =
= 0,064.

Bundan g=V0,064 = 0,4 izlanayotgan ehtimol quyidagiga teng:

p=1—q=1—0,4=0,6.

12. Ikkita mergan bittadan o’q uzishdi. Birinchi merganning
nishonga tekkizish ehtimoli 0,7 ga, ikkinchi merganning nishonga
tekkizish ehtimoli 0,6 ga teng. Merganlardan aqalli bittasini nishonga
tekkizish ehtimoli topilsin.

Yechish: P(A) = 0,7, P(B) = 0,6. A va B hodisalar birgalikda
bo’lgani uchun (lekin o0°zaro bog’lig emas)

P(AUB) =P(A)+P(B) - P(1N6) =07+06- 0,7+0,6 =0,88.

13. Agar Andijon shahrida iyul oyining o’rtacha 25 kunida havo
ochig bo’lsa, iyul oyining dastlabki 2 kunida havoni ochig bo’lish ehtimoli
topilsin.

Yechish: Birinchi iyulda havoning ochiq bo’lishini A hodisa deb
belgilasak, u holda

25

Birinchi iyul kuni havo ochiq bo’ldi degan shartda, ikkinchi iyulda
havoni ochig bo’lishi hodisasi B ning ehtimoli, ya’ni B ning shartli
ehtimoli

, . 24

P*B>= 30 5
gateng

Bu holda izlanayotgan ehtimollik, ya’ni iyul oyining dastlabki ikki
kunida havoning ochiq bo’lish ehtimoli quyidagiga teng bo’ladi:

RAB-1Y. B =—- =—

14. Yashikda 5 ta oq, 4 ta qora va 3 ta ko’k shar bor. Har bir sinash
yashikdan bitta shar olishdan iborat bo’lib, olingan shar yashikka gaytarib
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solinmaydi. Birinchi sinashda oq shar chigishi (A hodisa), ikkinchisida
gora shar chigishi (B hodisa) va uchinchisida ko’k shar chigish (C hodisa)
ehtimolini toping.

Yechish: Birinchi sinashda oq shar chigish ehtimoli:

Birinchi sinashda oq shar chigqgan holda ikkinchi sinashda qora shar
chigish ehtimoli, ya’ni shartli ehtimoli:

4
Ne )=n

Birinchi sinashda oq shar, ikkinchi sinashda qora shar chigib
uchinchi sinashda ko’k shar chigishi ehtimoli, ya’ni shartli ehtimoli:

Izlanayotgan ehtimol:

5 4 3 1
P(ABC) = P(A) * PA(B) * PAB(C) = 1110 22
15. O’q otish qurolidan berilgan obyektga garab bir xil shart-

sharoitda 6 seriya otish bajarilgan:

Birinchi seriya 5 ta otishdan iborat bo’lib, undan ikkitasi mo’ljalga
tekkan;

Ikkinchi seriya 10 ta otishdan iborat bo’lib, undan 6 tasi mo’ljalga
tekkan;

Uchinchi seriya 12 ta otishdan iborat bo’lib, undan 7 tasi mo’ljalga
tekkan;

To’rtinchi seriya 50b otishdan iborat bo’lib, undan 27 tasi mo’ljalga
tekkan.

A hodisa o’qning mo’ljalga tegishi. Seriyalardan o’gning mo’ljalga
tegishining nisbiy chastotasi topilsin.

Yechish:

16. Birinchi qutida 20 ta radiolampa bo’lib, ulardan 18 tasi standart;
ikkinchi qutida esa 10 ta radiolampa bo’lib, ulardan 9 tasi standart.

Ikkinchi qutidan tavakkaliga 1 ta lampa olinib, birinchi qutiga solingan,
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Birinchi qutidan tavakkaliga olingan lampaning standart bo’lish ehtimoli
topi lsin.

Yechish: A bilan birinchi qutidan standart lampa olinganlik
hodisasini belgilayraiz.

Ikkinchi qutidan yo standart lampa olingan ( Bt hodisa) yoki
nostandart lampa olingan (B2 hodisa) bo’lishi mumkin.

Ikkinchi qutidan standart lampa olinish ehtimoli:

P(Bi) = 10"
Ikkinchi gutidan nostandart lampa olinish ehtimoli

p (B2) = %

Ikkinchi qutidan birinchi qutiga standart lampa olib go’yilganlik
shartida birinchi qutidan standart lampa olinishining shartli ehtimoli
quyidagiga teng:

: 19
w -

Ikkinchi qutidan birinchi qutiga nostandart lampa olib qo’yilganlik
shartida birinchi qutidan standart lampa olinishining shartli ehtimoli
quyidagiga teng:

, 4 18
Pe2LL -

Izlanayotgan ehtimol, ya’ni birinchi qutidan Standart lampa olinish

ehtimoli to’la ehtimol formulasiga ko’ra quyidagiga teng:

9 19 1 18 189 9
PG4) = P(BI) . PR(T) + PNe) e PRUT) =- o= +-. 5 == =- =09,

17. Zavod sexida tayyorlanadigan detallar ulaming standartligini
tekshirish uchun ikki nazoratchidan biriga tushadi. Detaining birinchi
nazoratchiga tushish ehtimoli 0,6 ga, ikkinchi nazoratchiga tushish
ehtimoli 0,4 ga teng. Yarogli detalni standart deb tan olish ehtimoli
birinchi nazoratchi uchun 0,94 ga, ikkinchisi uchun 0,98 ga teng.
Tekshirish vaqgtida yarogli detal standart deb gabul gilinadi. Shu detalni
birinchi nazoratchi tekshirganligini ehtimolini toping.

Yechish: A orqgali yarogli detal standart deb gabul gilinganlik
hodisasini belgilaymiz. Ikki xil taxmin gilinishi mumkin:
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1)  Detalni birinchi nazoratchi tekshirgan(B1gipoteza)
2)  Detalni ikkinchi nazoratchi tekshirgan (B2 gipoteza).
Izlanayotgan ehtimollikni, ya’ni detalni birinchi nazoratchi
tekshirganlik ehtimolini Bayes formulasi bo’yicha topamiz:
P(Bt) mPsJA)
Al 1"  P(fii) *PSIG4) + P(P2) «PB2(J1) m
Masala shartiga asosan P(£?t) = 0,6 (detaining birinchi nazoratchiga
tushish ehtimoli; P(P2) = 0,4 (detaining ikkinchi nazoratchiga tushish
ehtimoli); PBl(4) = 0,94 (birinchi nazoratchining detalni yarogli deb
gabul qilish ehtimoli); Pg2(4) = 0,98 (ikkinchi nazoratchining yarogli
detalni standart deb gabul gilish ehtimoli).
Izlanayotgan ehtimol:

, N 0,6 0,94
Pa™Bi ~ 0.6 0,9+ 0.4+0,98 ~ °' 9°
18. Bir sutkada elektr energiya sarfming belgilangan normadan ortib

ketmaslik ehtimoli p = 0,75 ga teng. 6 sutkaning 4 sutkasi davomida
elektr energiya sarfming normadan ortib ketmaslik ehtimoli topilsin.
Yechish: 6 sutkaning har birida elektr energiyaning normada
sarflanish ehtimoli 0’zgarmas wap = 0,75 ga teng. Demak, har bir sutkada
elektr energiyaning normadan ortiq sarflanish ehtimoli ham o’zgarmas va
qg=1—p =1—0,75 = 0,25 gateng.
Izlanayotgan ehtimol Bemulli formulasiga asosan quyidagiga teng:

pe(4) = &/V =T OW)4. (0.25)2= 15m = 0.3.
19. Agar har bir sinashda A hodisaning ro’y berish ehtimoli 0,2 ga
teng bo’lsa, 400 ta sinashda bu hodisaning rosa 80 marta ro’y berishi
ehtimolini toping.
Yechish:  Shartga ko’ra n =400, k =80, p=02, q=08
Laplasning asimptotik formulasidan foydalanamiz:
1 _K-np

1 1
(k) * cp(x) = ¢ P = -<p(x), X =
LA V400 +0,2 <038 vl

80-400 0,2 _
=0,

<p(X) = j."e i funksiya qgiymatlari jadvalidan
w{0) = 0,3989 ni topamiz. Bu holda izlanayotgan ehtimol:
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1
~400(80) = g » 0,3989 = 0,0986.

20. Detalni texnikaviy nazorat bo’limi tekshirmagan bo’lish ehtimoli
p=0,2 . Tasodifan olingan 400 ta detaldan 70 tadan 100 tagacha texnikaviy
nazorat bo’limi tekshirmagan bo’lish ehtimolini toping.

Yechish: Shartga ko’ra p = 0,2, g =0,8, n = 400, kr = 70,
k2=100.

Laplasning integral teoremasidan foydalanamiz:

~400(70,100) « d(x") — 0(x").

Integrallashning yugori va quyi chegaralarini hisoblaymiz:

o _fcj_—np _ 70400002 o e k2—np _ 100 - 400 m0,2 _
yjnpq V400 «0,2 +0,8 o ~Jnpqg V400 +0,2+0,8

Demak, P400(70,100) = (2,5) - ¢(—1,5) = 0(2,5) + 0(1,5).

Jadvaldan 0(2,5) = 0,4938, 0(1,5) = 0,3944 lami topamiz. U
holda izlanayotgan ehtimollik

~400(70,100) = 0,4938 + 0,3944 = 0,8882.

25.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar.

1 Yashikda 50 ta bir xil detal bo’lib, ulardan 5 tasi bo’yalgan.
Tavakkaliga bitta detal olinadi. Olingan detal bo’yalgan bo’lishi ehtimolini
toping.

Javob: p = 0,1 \Y n

2. Kubning barcha yoqglariga 1 dan 6 gacha ragamlar yozilgan. Uni
tashlaganda juft ragam tushishi ehtimolini toping.

Javob: p = 0,5.

3. Qur’a tashlashda ishtirokchilar yashikdan 1 dan yuzgacha
nomerlangan jeton oladilar. Tavakkaliga olingan birinchi jetonning
nomerida 5 ragami uchramaslik ehtimoli topilsin.

Javob: p = 0,81.

4. 8 ta turli kitob bitta tokchaga tavakkaliga terib qo’yiladi. Tayin
ikkita kitob yonma yon bo’lib golish ehtimolini toping.

7-21-6! 1

Javob: =T

5. Bir-biri bilan kesishmaydigan 3 ta zonadan tashkil topgan biror D

sohaga garata 0°q otiladi (1- chizma).
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1-Chizma

O’gning birinchi zonaga tushish ehtimoli P(At) = —, ikkinchi
zonaga tushish ehtimoli P(A2) = io, uchinchi zonaga tushish ehtimoli
P(A3) = — « O’gning D sohaga tushish ehtimoli gancha? (A hodisa D
sohaga tushish hodisasidir).

Javob: Too’

6. Butun terilgan paxtaning 10% sifatsiz bo’lib, sifatli paxtaning
80% i birinchi nav sifat belgisini ganoatlantiradi. Tavakkaliga tanlab
olingan paxta buntining birinchi nav bo’lish ehtimolini toping.

Javob: 0,72 .

7. Bir o’rash mashinasida 4 ta ishchi ishlaydi. Har bir ishchi uchun
0’ziga garashli gismda ma’lum vaqt oralig’ida buzilish ro’y bermaslik
hodisasi ehtimoli 0,6 ga teng. Biror vaqt oralig’ida: 1) To’rttala ishchining
bo’sh bo’lish; 2) kamida birining band bo’lish hodisalari ehtimollarini
hisoblang.

Javob: 1)0,1206 ; 2)0,8794.

8. Uchta o’yin soqqasi tashlanganda kamida bitta soqgada 6 ochko
tushish (A hodisa) ehtimoli topilsin.

91
Javob,216

9. A hodisaning ikkita erkli sinashda kamida bir marta ro’y berish
ehtimoli 0,75 ga teng. A hodisaning bitta sinashda ro’y berish ehtimolini
toping (hodisaning ikkala sinashda ham ro’y berish ehtimoli bir xil deb
hisoblanadi).

Javob: 05 .



10. Yig’uvchida 3 ta konik, 7 ta elliptik valchalar bor. Yig’uvchi
tavakkaliga bitta valcha, keyin esa yana bitta valcha oldi. Olingan
valchalardan birinchisi konik valcha, ikkinchisi esa eliptik valcha bo’lish
ehtimolini toping.

Javob: —.

30

11. Birinchi va ikkinchi 0°q otish qurollaridan o’q otishda nishonga
tekkizish ehtimollari mos ravishda P\=0,1 va p2=0,8 larga teng. Bitta
otishda o0’q otish qurollaridan kamida birining nishonga tekkizish
ehtimolini toping.

Javob: 0,94,

12. Ikkita yashikda detallar bor. Birinchi yashikdagi detaining
standart bo’lish ehtimoli 0,8 ga. ikkinchi yashikdagi detaining standart
bo’lish ehtimoli esa 0,9 gateng . 363 diga tanlangan yashikdan olingan
detaining standart bo’lish ehtimolini toping.

Javob: 0,85 .

13. Ikkita mergan bittadan o’q uzishdi. Birinchi merganning
nishonga tekkizish ehtimoli 0,7 ga, ikkinchisiniki esa 0,6 ga teng.
Merganlardan aqalli bittasi nishonga tekkizganligi ehtimolini toping.

Javob: 0,88.

14.  Sportchilar gruppasida 20 chang’ichi, 6 velosipedchi va 4
yuguruvchi bor. Saralash normasini bajarish ehtimoli chang’ichi uchun
0,9, velosipedchi uchun 0,8, yugiruvchi uchun 0,75. Tavakkaliga ajratilgan
sportchining normani bajara olish ehtimolini toping.

Javob: 0,86.

15. Birinchi yashikda 28 ta detal bo’lib, ulardan 15 tasi standart;
ikkinchi yashikda 30 detal bo’lib, ulardan 24 tasi standart; uchinchi
yashikda 10 ta detal bo’lib, ulardan 6 tasi standart. Tavakkaliga tanlangan
yashikdan olingan detaining standart bo’lishi ehtimolini toping.

Javob: R

16. Merganning o’g uzishda nishonga tekkizish ehtimoli p=0,75 ga
teng. Mergan 10 ta 0’g uzganda 8 ta o’qni nishonga tekkizish ehtimolini
toping.

Javob: 0,273.
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17. Beshta farzandi bor oiladagi bolalardan 3 tasi giz bola va ikkitasi
0’g’il bola bo’lish ehtimoli topilsin. Bunda giz bola va 0’g’il bola tug’ilish
ehtimolligi bir xil deb hisoblanadi.

Javob: P3i5=C|p3q2= *.

18. Uchta bir xil yashik bo’lib, ularning birinchisida 20 ta oq shar,
ikkinchisida 10 ta og va 10 ta gora shar, uchinchisida esa 20 ta gora shar
bor. Tavakkaliga tanlangan yashikdan oq shar olindi. Olingan shaming
birinchi yashikdan olingan bo’lish ehtimoli topilsin.

Javab: 3
19. Sexda 100 ta bir xil tipli stanok bor. Ularning har biri ma’lum
vaqt oralig’ida ~ ehtimol bilan to’xtaydi. Shu vaqt oralig’ida stanoklami

to’xtash soni 45 dan 60 gacha bo’lish ehtimoli topilsin.

Javob: 0,8180.

20. Ixtiyoriy olingan pillaning yarogsiz chigish ehtimoli 0,2 ga teng.
Tasodifan olingan 400 ta pilladan 70 tadan 130 tagacha yaroqsiz bo’lishi
ehtimoli topilsin.

Javob: 0,8943.

82, Tasodifiy miqdorlar va ularning turlari. Diskret tasodifiy
migdorning matcmatik kutilmasi. Dispersiya va o’rtacha kvadratik
chetlanish tushunchasi

1 Tasodifiy migdor deb avvaldan noma’lum bo’lgan va oldindan
inobatga olib bo’lmaydigan tasodifiy sabablarga bog’liq bo’lgan hamda
sinash natijasida bitta mtimkin bo’lgan giymat gabul giluvchi migdorga
aytiladi.

Tasodifiy migdorlarga misollar keltiramiz.

1, O’yin soqqasi tashlanganda ochkolar soni tasodifiy miqgdordir.
1,2,3,4,5 va 6 sonlar tasodifiy migdorning mumkin bo’lgan giymatlaridir.

2. 100 ta chagaloq ichida o’g’il bolalar soni 0,1,2,3,...100
giymatlami gabul gilishi mumkin bo’lgan tasodifiy migdordir.

Tasodifiy miqgdorni X, Y,Z va hokazolar bilan belgilaymiz. Masalan:
X tasodifiy miqdor 3 ta giymat olish mumkin bo’lsa ularni x1,x2,x3 lar

bilan belgilaymiz.
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Diskret tasodifiy miqdor deb ayrim ajralgan giymatlarni ma’lum
ehtimol bilan qgabul qiluvchi migdorga aytiladi. Diskret tasodifiy
migdoming mumkin bo’lgan giymatlari soni chekli yoki cheksiz bo’lishi
mumkin.

Uzluksiz tasodifiy migdor deb chekli yoki cheksiz oraligdagi barcha
giymatlarni gabul gilishi mumkin bo’lgan migdorga aytiladi.

Yugorida ko’rib o’tilgan 1 va 2 misoldagi tasodifiy migdorlar diskret
tasodifiy miqdorlardir.

Tasodifiy migdorlaming mumkin bo’lgan giymatlari bir xil bo’lib,
ulaming ehtimollari esa har xil bo’lishi mumkin. Shuning uchun diskret
tasodifiy migdoming berilishi uchun uning mumkin bo’lgan giymatlarini
sanab chigish yetarli emas, ya’ni uni ehtimollarini ham ko’rsatish zarurdir.

Diskret tasodifiy migdoming tagsimot gonuni deb, mumkin bo’lgan
giymatlar bilan ulaming ehtimollari orasidagi moslikka aytiladi. Tagsimot
gonunini jadval orgali, analitik usulda va grafik usulda berish mumkin.

Diskret tasodifiy migdoming tagsimot qonunini jadval orgali
berilishida jadvalning birinchi satri mumkin bo’lgan giymatlardan ikkinchi
satri esa ulaming ehtimollaridan iborat bo’ladi.

X XV X2, X3, e, XN

P Pi, Pi, Pi, - > Pn
Bitta sanashda tasodifiy migdor mumkin bo’lgan giymatlardan fagat

bittasini. qgabul qilishini nazarda tutsak X = xItXj=-x2,...,X = xn
hodisalar to’la gruppa hosil giladi deb xulosa gilamiz. U holda bu
hodisalar ehtimollaming yig’indisi

P. +P2 +Ps +-Pn =1 bo'ladi.

Faraz gilaylik, n ta erkli sinash o’tkazilayotgan bo’lib ularning har
birida A hodisa ro’y berish yoki ro’y bermasligi mumkin bo’lsin. Har bir
sinashda hodisaning ro’y berishi o’zgarmas va p deylik (u holda g ham
0’zgarmas bo’ladi). X diskret tasodifiy miqdor sifatida bu sinashlarda A
hodisaning ro’y berish sonini olamiz.

0O’z oldimizga X migdoming tagsimot qonunini topish masalasini
go’yamiz. Buning uchun X ning mumkin bo’lgan giymatlari va ulaming
ehtimollarini topamiz. n ta sinashda A hodisa ro’y bermaydi, yoki 1 marta
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2 marta, 3 marta,..., n marta ro’'y berishi mumkin. Ya'ni mumkin bo’lgan
giymatlar:
xx —0,x2 = I,*i = 2, ..xn+i =n lardan iborat.
Bulami ehtimollarini Bemulli formulasi bo’yicha topamiz.
M(k) = Ckpkgn~k © k =0,1,2,3.....n.

Bu izlanayotgan tagsimot gonunining analitik formulasidir.
Ehtimollaming binominal tagsimot qonuni deb, Bernulli formulasi bilan
aniglanadigan ehtimollar tagsimotiga aytiladi.

© formulaning o’ng tomonida Nyuton binomi yoyilmasining
umumiy hadi bor. Shuning uchun ham bu gonunni binominal gonun
deyiladi. Uning ko’rinishi quyidagicha:

X n n-1 K , ..., O
P pn npk-xq , .., Ckpkgn~k ,.., qgn

Har birida hodisaning ro’y berish ehtimoli juda kichik bo’lgan va
juda ko’p sinashlar o’tkazilganda hodisaning rosa k marta, ro’y berish
ehtimolini topish masalasini qaraylik (ilgari bu masalani yechishda
Bernulli formulasidan va n yetarlicha katta bo’lganda Laplas formulasidan
foydalanganmiz). Lekin bu yerda n ham juda katta va ehtimoli juda kichik
bo’lgan holni ko’ramiz.

Quyidagicha np = A shartni qgo’yaylik. Bizni gizigtirayotgan
ehtimolni hisoblash uchun Bernulli formulasidan foydalanamiz.

(k) = _ p)n-*; np = adan

p = demak, Pn(k) = n(n-l)..I.Jn-k+|] (1 3--
kattaligini e’'tiborga olib Pn(k) o’'rniga Ij]i)r}&)Pn(k) niTopamiz.

n(n —I)(n - 2) ..[n- (k=1]AK A xn-fe_
Pa(k) = ligy

k\ nkV n)
n-k
Ak r 951 f K
(*-D O J -4 1
Ak | A\n / K Tk Ak<A
= — —) i - - = Coge =
Ad n->00 I'I) nl-moo\(/1 nlJ 7K\7e I PnQO k\

Bu formula ommaviy kam ro'y beradigan hodisalar ehtimollarining

Puasson tagsimoti gonunini ifodalaydi.
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Hodisalar ogimi deb, vaqgtning tasodifiy momentilarida ro’y beruvchi
hodisalar ketma-ketligiga aytiladi. Ogimga misol sifatida ATS ga, tez
yordamga chagiriglaming kelishi, aeroportga samolyotlaming go’nishi,
maishiy xizmat korxonalariga odamlaming kelishi va hokazolar misol
bo’la oladi.

Qgimning intensivligi A deb vaqt birligi ichida ro’y beruvchi
hodisalaming o’rtacha soniga aytiladi.

Agar ogimning o’zgarmas intensivligi ma’lum bo’lsa, u holda t vaqt
davomida eng oddiy ogimning, ya’ni K ta hodisaning ro’y berish ehtimoli
quyidagi formula bilan hisoblanadi.

(At)fee-At
PtW = K

Tagsimot qonuni tasodifiy miqdorni to’la xarakterlashini ko’rib
o’tdik. Lekin, ko’pincha tagsimot qonuni noma’lum bo’lib, kam
ma’lumotlar bilan cheklanishga to’g’ri keladi. Ba’zan tasodifiy migdorni
yig’ma tasvirlaydigan sonlardan foydalanishga to’g’ri keladi. Bunday
sonlar tasodifiy migdoming sonli xarakteristikalari deyiladi. Muhim sonli
xarakteristikalarga matematik kutilma tegishlidir. Matematik kutilma
tagriban tasodifiy migdoming o’rtacha giymatiga teng.

Faraz gilaylik n ta sinash o’tkazilgan bo’lib, ularda X tasodifiy
migdor m1 marta xr giymatni, m2 marta x2 giymatni va hokazo, mk
marta xk giymatni qabul qgilgan, shu bilan birga m1+m2+ m3+
H----hmk = n bo’lsin. U holda x gabul gilgan barcha giymatlar yig’indisi

* -4, +x2-m2 +x3+em3 ..xk-mk gateng.

Tasodifiy miqdor gabul gilgan barcha giymatlaming o’rtacha
arifmetik giymati x ni topaylik, buning uchun topilgan yig’indinini
sinashlar jami soniga bo’lamiz.

em! +x2em2 +x3e™3 .xk-mk .

X = 0 yoki
mk

X = xr m| hx 2 m2 F---x k ©'
M n n
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A nisbat xx giymatning  wx nisbiy chastotasi ~ nisbat x2

giymatning w2 nisbiy chastotasi — nisbat x3 giymatning nisbiy chastotasi

va hokazolar ekanligini e’tiborga olsak, u holda quyidagiga ega bo’lamiz:
X = XXeWX + X2 ew2 + x3¢iv3+ xk ewk ©o"

Sinashlar sonini yetarlicha katta deb faraz gilaylik, u holda

wi —Pi. w2 = P> w3=p3 ...,.wk =pk bo’lib ©" munosabat
X —xxpr + x2p2 + x3p3 H--— txkpk ko’rinishga keladi.

Bu tenglikning o’ng tomoni M(x) dan iborat. Demak X = M(x)
bo’ladi. Demak matematik kutilma tasodifiy miqdoming kuzatilayotgan
giymatlarini o’rtacha arifmetik giymatiga teng ekan.

Matematik kutilma quyidagi xossaga ega:

1-xossa. O’zgarmas miqdoming matematik kutilmasi  shu
0’zgarmasning o’ziga teng: ya’ni M(C) = C.

2- xossa. O’zgarmas ko’paytuvchini matematik kutilma belgisi
tashqarisiga chigarish mumkin, ya’ni M(CX) = CM(X).
3- xossa. X va Y erkli tasodifiy miqdorlar ko’paytmasi matematik

kutilmasi ulaming matematik kutilmalari ko’paytmalariga teng.
M(XY) = M(X) mM(Y)

Natija. Bir nechta o’zaro erkli tasodifiy miqdorlar ko’paytmasining
matematik kutilmasi ularning matematik kutilmalari ko’paytmasiga teng.
Masalan, X,Y,Z 3 ,ta o’zaro erkli tasodifiy migdorlar bo’lsa, u holda
quyidagi tenglik o’rinlidir

M(XYZ) = M(X) mM(Y) *M(Z)

4- xossa. lkkita tasodifiy miqdor yig’indisining matematik kutilmasi

go’shiluvchilaming matematik kutilmalari yig’indisiga teng:
M(X +Y) = M{X) + M(Y)

Natija. Bir nechta tasodifiy —miqgdorlar yig’indisining matematik
kulilmnsi goshiluvchilar matematik kutilmalarining yig’indisiga teng.
MXtYI1/) MX+Y)+2Z]=MX+Y)+M(Z) = MX)+ M) + M2).

I'uniz ililaylik, n ta erkli sinash o’tkazilayotgan bo’lib, ulaming har
birida /1 hodisaning ro’y bcrish ehtimolli 0’zgarmas va p ga teng bo’lsin.
Bu sinashlarda /1 liodisa ro’y berishining o’rtacha soni ganchaga teng?

Bu savolga quyidagi teorema javob beradi:
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Teorema: n ta erkli sinashda A hodisa ro’y berishi sonining
matematik kutilmasi, sinashlar sonini har bir sinashda hodisaning ro’y
berish ehtimoliga ko’paytirilganiga teng:

M(X) = np.
Aytaylik X va Y tasodifiy miqdorlar quyidagicha tagsimot gonuni
bilan berilgan bo’lsin.
X -0,01 0,01 y -100 100
P 05 05 p 0,5 0,5
M(X) =-0.01 05+ 0.01<05=0, M(Y) = 100 0.5+ 100 0.5 =0

Ikkalasining ham matematik kutilmasi bir xil, mumkin bo’lgan
giymatlari esa har xil. X ning mumkin bo’lgan giymatlari o0°’zining
matematik kutilmasiga yaqgin. Y ning mumkin bo’lgan giymatlari esa
matematik kutilmasidan ancha uzoq. Bundan ko’rinib turibdiki matematik
kutilma tasodifiy miqdorni to’la xarakterlay olmas ekan. Shu sababli
matematik kutilma bilan bir gatorda boshga sonli xarakteristikalar
kiritiladi. Jumladan, tasodifiy migdoming mumkin bo’lgan giymatlari
uning matematik kutilmasi atrofida ganchalik targogligini baholash uchun
dispersiya deb ataluvchi sonli xarakteristikadan foydalaniladi.

Aytaylik, X tasodifiy migdor, M(X) esa uning matematik kutilmasi
bo’lsin, X-M(X) ni garaymiz.

Chetlanish deb, tasodifiy miqgdor bilan uning matematik kutilmasi
orasidagi farqga aytiladi. Yani X-M(X).

X ning tagsimot gqonuni ma’lum bo’lsin.

X Xy Xi, ) G D (]

P P, P2 KRB - - pn
Chetlanishning tagsimot gonunini yozamiz. U quyidagicha bo’ladi.

X-M(X) Xy-M{X) x2-M(X) ..xn—M(X)
P Pi Pr - Pn
Teorema: Chetlanishning matematik kutilmasi nolga teng. Ya’ni
M[X - Af(X)] = 0.

Isbot: M[X - M(X)] = M(X) - M(M(X)) = M(X) - M(X) =0

Diskret tasodifiy migdoming dispersivasi (tarqoqligi) deb, tasodifiy
migdorni  0’zining matematik kutilmadan chetlanish  kvadratning
matematik kutilmasiga aytiladi. Yani
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NDX) MX- M(X)] 2 gaaytiladi.
liisodifiy migdor quyidagi tagsimot gonuni bilan berilgan bo’lsin.
X xIt X2, X3, . Xn

*  Pi- p2> Ps- - . Pn
Chcllnnish kvadratining tagsimot gonunini yozamiz. U quyidagicha

bo'Imll

\X - M(X)]2XTI-M(X)] 2 ... [xn—M(X)]2

Fr« pPi « P2 ¢« sees Pn

Ta’rifga  asosan, D(X) = M[X —M(X)]2 = [xr —M(X)]2Px +
+[xt-M (X)]2p2+ ..+ [xn- M(X)]2pn.

Demak, diskret tasodifiy miqgdoming dispersiyasi ham o’zgarmas son
ekan.

Dispersiyani hisoblashda ko’pincha quyidagi teoremani qo’llash
qulay bo’ladi.

Teorema: Dispersiya X tasodifiy migdor kvadratining matematik
kutilmasidan X ning matematik kutilmasi kvadratining ayrilganiga teng.
Ya’ni, D(X) = M(X2) - [M(X)]2 gateng.

Isbot. D(X) = M[X - M(X)]2= M[X2- 2M(X) 'X + M2(X)] =
= M(X2) - 2M2(X) + M2(X) = M(X2) - M2(X) = M{X2) - [M(X)]2.

Dispersiya quyidagi xossalarga ega:

1- xossa. C o’zgarmas miqdoming dispersiyasi nolga teng, ya’ni
D(C) = 0.

Isbot. D(C) = M{C —M(C)]2;

D(C) = M|C-C]2= M[0] = O

2- xossa. O’zgarmas‘ko’paytuvchini kvadratga ko’tarib dispersiya
belgisidan tashqariga chigarish mumkin, ya’ni

D(CX) = C2D(X).

Isbot: D(CX) = M[CX- M(CX)]2 = M[CX - CM{X)]2 =
=amM\C2(X - M(X))2] = C2M[X - M(X)]2 = C2D(X).

3- xi>ssa: 2 ta erkli tasodifiy miqdor yig’indisining dispersiyasi bu
miqdorlar dispersiyalarining yig’indisiga teng. Ya’ni

D(X +Y) = D(X~) + D(Y)
l-natija. D(X + Y +2Z) = D(X) + D(Y) + D(2).
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2-natija.D(C + X) = D(X).

4-xossa. 2 ta erkli tasodifiy miqdor ayirmasining dispersiyasi
ularning dispersiyalari yig’indisigateng. Ya’ni

D(X-Y) = D(X) + D(Y).

Har birida A hodisaning ro’y berish ehtimoli bir xil bo’lgan n ta erkli
sinash o’tkazilayotgan bo’lsin.

Ba sinashlarda hodisaning ro’y berish sonini dispersiyasi ganday
aniglanadi. Bunga quyidagi teoremajavob beradi.

Teorema: Har birida A hodisaning ro’y berishi ehtimoli p 0’zgarmas
bo’lgan n ta erkli sinashda bu hodisa ro’y berishlari sonining dispersiyasi
sinashlar sonining bitta sinashda hodisaning ro’y berish va ro’y bermaslik
ehtimollariga ko’paytirilganigateng. Ya’ni

Ya’ni: D(X) = npq.

Tasodifiy migdoming mumkin bo’lgan giymatiarini uning o’rtacha
giymati atrofida tarqogligini baholash uchun dispersiyadan tashqari yana
ba’zi bir boshga xarakteristikalar ham xizmat qiladi. Ular jumlasiga
o’rtacha kvadratik chetlanish kiradi.

X tasodifiy migdoming o’rtacha kvadratik chetlanishi deb,
dispersiyadan olingan kvadrat ildizga aytiladi. Ya’ni a(X) = D(X).

Bir nechta o’zaro erkli tasodifiy migdorlami o’rtacha kvadratik
chetlanishlari ma’lum bo’lsin. Bu miqdorlar yig’indisining o’rtacha
kvadratik chetlanishini ganday topish mumkin. *

Bu savolga quyidagi teoremajavob beradi.

Teorema: Chekli sondagi o’zaro erkli tasodifiy miqgdorlar
yig’indisining o’rtacha kvadratik chetlanishi bu miqgdorlar o’rtacha
kvadratik chetlanishlari kvadratlari yig’indisidan olingan kvadratik ildizga
teng. Ya’ni.

+ 22 + eee* ) = Vifz(*i) + tf2(r2)2 + -- + tf2(x W)-

Misollar:

1. Talabalar bitiruv kechasida o0’yin o’tkazish magsadida 100 ta bilet
chigarilgan. Unda bitta 5 ming so’mlik va o’nta ming so’mlik yutuq bor.
Bitta bileti bor talabaning yutuglari tagsimot gqonunini toping.

Yechish: X ning mumkin bo’lgan giymatiarini yozamiz:

Xr = b5, x2=1 x3=0
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Ml mumkin bo’lgan giymatlarning ehtimollari quyidagicha:
p, = 0,01, p2= 10,1, ps3 =1- (0,01 +0,1) =0,89
Izlanayotgan tagsimot qonunini yozamiz:

X 5 10 10
P 0,01 01 0,89
2. Tanga ikki marta tashlandi. Gerbli tomon tushish sonini

bildiruvchi X tasodifiy migdoming tagsimot gonunini jadval ko’rinishida
yozing.
Yechish: Tangani har tashlashda gerbli tomon tushish ehtimoli p = -,

demak, gerbli tomon tushmaslik ehtimoli q = =
Tangani ikki marta tashlaganimizda gerbli tomoni yo 2 marta, yoki
bir marta tushishi mumkin, yoki gerbli tomon mutlago tushmasligi
mumkin. Shunday qilib, X ning mumkin bo’lgan giymatlari quyidagilar:
XX= 2, x2—1, x3—0.
Bu mumkin bo’lgan giymatlarning ehtimollarini  Bemulli
formulasidan foydalanib topamiz:

P2(2) = C|p2=Q =0.25;
P2(1) = C}pg = 2 =0.5;

PRPO)= =Q =0.25.
Izlanayotgan tagsimot gonunini yozamiz:

X 2 1 0
r 0*25 0,5 0,25
3. Zavod omborga 5000 ta sifatli mahsulot jo’natdi. Mahsulotning

yo’lda shikastlanish ehtimoli 0,0002 ga teng. Omborga 3 ta yarogsiz
mahsulot kelishi ehtimolini toping.
Yechish: Shartga ko’ran = 5000, p = 0,0002,k = 3. Xni topamiz:
A = np = 5000 +0,0002 = 1
Izlanayotgan ehtimol Puasson tagsimotiga asosan taqriban
quyidagiga teng:

u Xk-e~x e-1 1
w& LU _ 1r n 0’06
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4. Bir minutda telefon stansiyasiga o’rtacha ikkita chaqgirig keladi. 5
minut ichida a) 2 ta chaqiriq kelish; b) ikkitadan kam chaqiriq kclish; c)
kamida ikkita chagirig kelish ehtimollarini toping. Chagiriglar ogimini eng
oddiy deb hisoblanadi.

Yechish: Shartga asosan X=2, t=5, k=2. Puasson formulasidan
foydalanamiz:

(At)ke~M
Pt(k) = l

a) Izlanayotgan ehtimol, ya’ni 5 minut ichida 2 ta chagiriq kelish

ehtimoli:
(10)2e-10 100 «0,000045
P2(2) = ol 5 0,000025.

Bu hodisaning amalda ro’y berishi deyarli mumkin emas.

b) “bitta ham chagirig kelmadi” va “bitta chaqiriq keldi”
hodisalari birgalikda bo’lmagani uchun izlanayotgan ehtimol, ya’ni 5
minut ichida ikkitadan kam chagiriq kelish ehtimoli qo’shish teoremasiga
asosan:

10 «e~10

P5(k < 2) = P5(0) + P5(1) = e"10 + --—--- -—- = 0,000495.

Bu hodisaning amalda ro’y berishi deyarli mumkin emas.

c) “ikkitadan kam chaqirig keldi” va “kamida ikkita chagiriq
keldi” hodisalari o’zaro garama-garshi hodisalar, shuning uchun
izlanayotgan ehtimol, ya’ni 5 minut ichida kamida ikkita chagiriq kelgan
bo’lish ehtimoli:

P5(k > 2) = 1- P5(k < 2) = 1- 0,000495 = 0,999505.

Bu deyarli mugarrar hodisa.

5. X tasodifiy migdor quyidagi tagsimot gonuni bilan berilgan:

X 3 5 2
P 01 0,6 0,3

Uning matematik kutilmasi topilsin.

Yechish: Izlanayotgan matematik kutilma
M(X) = xtPx +x2P. + — bxnpn formuladan topiladi. Demak, M(X) =
= XiP1 + X2P2 + x3p3=3+0,1+506 +2+03=03+3+0,6 =
= 309
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6. lirkli X va Y tasodifiy migdorlar quyidagi tagsimot qonunlari bilan
hcrilgaii:
X 5 2 4 Y 7 9
P 0,6 01 0,3 P 0,8 0,2
XY tasodifiy migdoming matematik kutilmasini toping.
Yechish: M(X) = 50,6 + 20,1 +4+03=3+02+ 12=44
M(Y) = 708+ 9+02=56+18= 74

X va Y tasodifiy miqdorlar erkli bo’lganligi uchun izlanayotgan
matematik kutilma quyidagiga teng:

M(XY) = M(X) M(Y) = 4,4 7,4 = 32,56.

7. Yonlariga 1 dan 6 gacha ragamlar yozilgan 2 ta kubik
tashlanganda tushishi mumkin bo’lgan ragamlar yig’indisining matematik
kutilmasi topilsin.

Yechish: Birinchi kubikda tushishi mumkin bo’lgan ragamlar sonini
X orqali, ikkinchisini Y orgali belgilaymiz. Bu migdorlaming mumkin
bo’lgan giymatlari bir xil bo’lib, ular 1,2,3,4,5 va 6 ga teng, shu bilan birga
bu giymatlami har birini gabul gilish ehtimollari ham bir xil bo’lib u-ga
teng.

Birinchi kubikda tushishi mumkin bo’lgan ragamlar sonining
matematik kutilmasini topamiz:

M(X) = I'- + 2-- + 3% +4-- +5-- + 6% =21-- = -,
\ 6 6 6 6 6 6 6 2

M(Y) - - bo’lishini ham topish mumkin. Demak, izlanayotgan
matematik kutilma:

M(X +Y) = M(X) +M(Y) =7+ 7 =7

8. O’q otish qurolidan o0’q otilganda nishonga tegish ehtimoli p=0,6.
Agar 10 ta o’q otilgan bo’lsa, nishonga tegish jami sonining matematik
kutilmasini toping.

Yechish: liar bir 0’q otishda nishonga tegish yoki tegmaslik boshga
olishlar natijasiga bog’lig emas. Shuning uchun ko’rilayotgan hodisalar
eiklidir va, demak, izlanayotgan matematik kutilma:

M(X) = np = 10 0,6 = 6.
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9. Quyidagi tagsimot qonuni bilan berilgan X diskret tasodifiy
migdorning dispersiyasini toping:
X \ 2 5
P 0,3 0,5 0,2
Yechish: Dastlab matematik kutilmani topamiz:
M(X) = xIPI + x2p2+*3P3 = 10,3+ 205+ 50,2 = 2,3.
Chetlanish kvadratining mumkin bo’lgan barcha gqiymatlarini
topamiz:
[*i - M(X)]2= (1 - 2,3)2= 1,69;
[x2- M(X)]2= (2 - 2,3)z = 0,09;
[*3~ M(X)]2= (5- 2,3)2= 7,29;
Chetlanish kvadratining tagsimot gonunini yozamiz:
[x-M(X)]2 1,69 0,09 7,29
P 0,3 0,5 0,2
Dispersiyani hisoblash formulasidan foydalanib uni topamiz:
D{X) = [x- M(X))2= [XI - M(X)]2Pl + [x2- M(X)]2p2+
+[x3- M(X)]2ep3= 1,69 0,3+ 0,09 05+ 7,29 0.2 = 2,01
10. X tasodifiy migdorning tagsimot gonuni quyidagicha berilgan:
X 0 1 2 3
P 0,2 0,3 0,4 01
X ning matematik kutilmasi, dispersiyasi va o’rtacha kvadratik
chetlanishi topilsin.
Yechish:M(X) = xIPl + x2p2 +x3p3 =002+ 1*0,3 + 20,4 +
+3 0,1 =14
M2{X) = (1,4)2 = 1,96; M(X2) = xlpx+ xfp2 + x%p3 + x|p4 =
=002+ 1+03+4+04+9+01=03+16+09=28;
D(X) = M(X2) - M2(X) = 2,8- 1,96 = 0,84.
O’rtacha kvadratik chetlanish:
a(x) =yjD(X) = v0|4 * 0,92
11. Ikkita erkli tasodifiy migdorning dispersiyalari mos ravishda
D(X) = 4 va D(Y) = 3 larga teng. Bu miqdorlar yig’indisining
dispersiyasini toping.
Yechish: Dispersiyaning xossasiga asosan
D(X+Y)=D(X) +D(Y) =4+3=17.
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Mustagqil yechish uchun topshiriglar.
I. Diskret tasodifiy migdorning

X 6 3 1
p 0,2 0,3 0,5
tagsimot gonunini bilgan holda uning matematik kutilmasini toping.

Javob: 2,6.

2. Nishonga garata 4 ta o’q uzildi. Ulaming nishonga tegish
ehtimollari pr = 0,6, p2=0,4, p3= 0,5va p4 = 0,7. Nishonga tegish
jami sonining matematik kutilmasi topilsin.

Javob: 2,2.

3. Diskret erkli tasodifiy miqdorlar quyidagi tagsimot gonunlari
orgali berilgan:

X 1 2 Y 0,5 1
) 0,2 0,8 =} 03 07

XY ko’paytmaning matematik kutilmasi topilsin.

Javob: 1,53.

4. Yugoridagi masaladagi tagsimot gonunlari bilan berilgan tasodifiy
miqgdorlar uchun X+Y yig’indining matematik kutilmasi topilsin.

Javob: 2,65.

5. O’zaro bog’lig bo’lmagan ikkita tasodifiy migdor X va Y lar
quyidagi tagsimot gonuni bilan berilgan:

X 1 2 3 4
b 0,2 03 04 01
Y 1 2 3 4
P 01 0.2 04 03

X+Y va XY laming matematik kutilmasi, dispersiyasi va o’rtacha
kvadratik chetlanishi topilsin:

Javob: M(X +Y) =5,3; M(XY)
U{XY) = 0,7476; cx(X +Y) = 1,33; a(XY)

6,96; D(X+Y) = 1,73;
0,86.

-261 -



6. X tasodifiy migdoming tagsimot qonuni quyidagicha berilgan
X 1 3 5
p 01 04 05
3X + 2 tasodifiy migdoming matematik kutilmasi va dispeziyasi
topilsin.
Javob: M(3X + 2) = 13,4; D(3X + 2) = 15,84.
7. lkkita erkli tasodifiy migdorlaming dispersiyalari ma’lum:
D(X) = 4, D(Y) = 3. Bumiqgdorlar yig’indisining dispersiyasini toping.
Javob: 7.
8. X tasodifiy migdoming dispersiyasi 5 ga teng. Quyidagi
migdorlaming dispersiyasini toping.
a)X- 1, 6) - 2X; ¢) 3X+ 6.
Javoblar: a) 5; b) 20; «c) 45.
9. Tasodifiy migdor dispersiyasi D(X)=6,25. <r(X) o’rtacha kvadratik
chetlanishni toping.
Javob: 2,5.
10. Tasodifiy miqdor quyidagi tagsimot gonuni bilan berilgan:
X 2 4 8
P 01 05 04
Bu migdoming o’rtacha kvadratik chetlanis tini toping.
Javob: 2,2

§3. Matematik statistika elementlari

Ommaviy tasodifiy hodisalar bo’ysunadigan gonuniyatlami aniglash
statistik ma’lumotlami kuzatish natijalarini o’rganishga asoslanadi.
Matematik statistikaning birinchi vazifasi - statistik ma’lumotlarni
to’plash va gruppalash usullarini ko’rsatishdir.

Matematik statistikaning ikkinchi vazifasi - statistik ma’lumotlarni
tahlil gilish metodlarini tadgiqot masalalariga muvofiq ishlab chigishdan
iborat.

Xulosa qilib, matematik statistikaning vazifasi ilmiy va nazariy
xulosalar hosil gilish magsadida statistik ma’lumotlarni to’plash va ishlab
chigish metodlarini yaratishdan iborat deb aytish mumkin.
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Mir jinsli obyektlar to’plamini bu obyektlarni xarakterlovchi biror
wiliil yoki son belgiga nisbatan o’rganish talab gilinsin. Masalan, agar biror
*11 ilclallnr partiyasi bo’lsa, u hoida detaining sifat belgisi bo’lib, uning
slandnrtligi, son belgisi bo’lib esa detaining o’lchovi hizmat qilishi
mumkin.

Me’zan yalpi tekshirish o’tkaziladi, ya’ni to’plamdagi obyektlaming
liar birini o’rganilayotgan belgiga nisbatan tekshiriladi. Lekin yalpi
tekshirish amalda nisbatan kaw qo’llaniladi. Masalan, to’plam juda ko’p
(juda katta sondagi) obyektlarni 0’z ichiga olgan bo’lsa, u hoida yalpi
tekshirish o’tkazish jismonan mumkin emas. Bunday hollarda to’plamdan
chekli sondagi obyektlar tasodifiy ravishda olinadi va ulami o’rganiladi.

Tanlanma to’plam. yoki oddiy qilib, tanlanma deb tasodifiy ravishda
tanlab olingan obyektlar to’plamiga aytiladi.

Bosh to’plam deb tanlanma ajratiladigan obyektlar to’plamiga
aytiladi.

To’plam (bosh yoki tanlanma to’plami) haimi deb bu to’plamdagi
obyektlar soniga aytiladi. Masalan, 1000 ta detaldan tekshirish uchun 100
ta detal olingan bo’lsa, u hoida bosh to’plam hajmi N=1000, tanlanma
hajmi esa n=100.

Eslatma. Bosh to’plam ko’pincha chekli sondagi elementlami o’z
ichiga oladi. Ammo bu son ancha katta bo’lsa, u hoida hisoblashlami
soddalashtirish yoki nazariy hisoblarni ixchamlash magsadini ko’zda tutib,
ba’zan bosh to’plam cheksiz ko’p sondagi obyektlardan iborat deb faraz
gilinadi. Bunday yo’l qo’yish shu bilan oglanadiki (ancha katta hajmli)
bosh to’plam hajmini ojttirish tanlanma ma’lumotlarini ishlab chiqish
natijalariga amalda ta’sir etmaydi.

Tanlanmani tuzishda ikki xil yo’l tutish mumkin: obyekt tanlanib va
uning ustida kuzatish o’tkazilgandan so’ng, u bosh to’plamga gaytarilishi
yoki gaytarilmasligi mumkin. Bunga muvofiq ravishda tanlanmalar takror
va notakror tanlanmalarga ajratiladi.

Takror tanlanma deb shunday tanlanmaga aytiladiki, bunda olingan
obyekt (keyingisini olishdan oldin) bosh to’plamga gaytariladi.

Takrorsiz tanlanma deb tanlangan element bosh to’plamga
gaytarilmaydigan tanlanmaga aytiladi.
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Amaliyotda odatda qaytarilmaydigan tasodifiy  tanlashdan
foydalaniladi.

Tanlanmadagi ma’lumotlar bo’yicha bosh to’plamning bizni
gizigtirayotgan belgisi hagida yetarlicha ishonch bilan flkr yuritish uchun
tanlanmaning obyektlari bosh to’plamni to’g’ri tasvirlashi zarur. Bu talab
gisqacha bunday ta’riflanadi: tanlanma reprezentativ (tasvirlay oladigan)
bo’lishi kerak.

Katta sonlar qonuniga asosan shuni ta’kidlash mumkinki, agar
tanlash tasodifiy ravishda amalga oshiriladigan bo’lsa, tanlanma
reprezentativ bo’ladi: agar bosh to’plam barcha obyektlarining tanlanmaga
tushish ehtimollari bir xil bo’lsa, tanlanmaning har bir obyekti tasodifiy
tanlangan bo’ladi.

Agar bosh to’plamning hajmi vyetarli katta bo’lib, tanlanma bu
to’plamning uncha katta bo’Imagan gismini tashkil gilsa, u holda takror va
notakror tanlanmalar orasidagi farq yo’qolib boradi; limit holda, cheksiz
bosh to’plam qaralib, tanlanmaning hajmi esa chekli bo’lsa, u holda bu
farg yo’qoladi.

Amaliyotda tanlashning turli usullari qo’llaniladi. Bu usullami
tamoyil jihatdan ikki turga bo’lish mumkin:

1. Bosh to’plamni gismlarga ajratishni talab gilmaydigan tanlash,
bunga quyidagilar kiradi:

a) oddiy gaytarilmaydigan tasodifiytanlash;
b) oddiy gaytariladigan tasodifiy tanlash;
2.Bosh to’plamni gismlarga ajratilgandan keyin tanlash, bunga
quyidagilar kiradi:
a) tipik tanlash;
b) mexanik tanlash;
c) Seriyali tanlash;
Bosh to’plamdan elementlar bittalab olinadigan tanlash oddiy

tasodifiy tanlash deyiladi. Oddiy tanlashni turli usullar bilan amalga
oshirish mumkin. Masalan, N hajmli bosh to’plamdan n ta obyekt
tanlashda quyidagicha yo’l tutiladi. Kartochkalar olib, ulami 1 dan N
gacha nomerlanadi. So’ngra ulami yaxshilab aralashtirib, tavakkaliga bitta
kartochka olinadi, shu olingan kartochka bilan bir xil nomerli obyekt
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tckshiriladi. Keyin kartochka dastaga qaytariladi va jarayon takrorlanadi,
yn’ni kartochkalar aralashtirib, ulardan biri tavakkaliga olinadi va h.k. n
marta shunday gilinadi; natijada n hajmli oddiy takror tasodifiy tanlanma
hosil gilinadi.

Agar olingan kartochkalar gaytarilmasa, u holda tanlama oddiy
takrorsiz tasodifiy tanlanma bo’ladi.

Bosh tanlanmaning hajmi katta bo’lganda tasvirlangan bu jarayon
ko’p mehnat talab qiladi. Bunday holda tasodifiy sonlaming tayyor
jadvalidan fodalaniladi, ularda sonlar tasodifiy tartibda joylashgan bo’ladi.
Nomerlangan bosh to’plamdan masalan, 50 ta obyekt olish uchun tasodifiy
sonlar jadvalining ixtiyoriy sahifasini ochib undan birdaniga 50 ta son
yozib olinadi; tanlanmaga nomerlari yozib olingan sonlar bilan bir xil
obyektlar kiritiladi. Agar jadvalning tasodifiy soni N dan katta bo’lsa, u
holda bunday son tushirib qoldiriladi. Takrorsiz tanlanma bo’lgan holda
jadvalning ilgari uchragan sonlari ham tushirib goldiriladi.

Tipik tanlash deb, shunday tanlashga aytiladik, bunda obyektlar
butun bosh to’plamdan emas, balki uning tipik gismlaridan olinadi.
Masaln, detal bir nechta stanokda tayyorlanayotgan bo’lsa u holda tanlash
barcha detallar to’plamidan emas, balki har bir stanok mahsulotidan ayrim
olinadi. Tipik tanlashdan tekshirilayotgan belgi bosh to’plamning turli
tipik qgismlarida sezilarli o’zgarib turganda foydalaniladi. Masalan,
mahsulot bir nechta mashinalarda tayyorlanayotgan bo’lib, mashinalar
orasida uncha-muncha eskirganlari bo’lsa, u holda tipik tanlashdan
foydalanish magsadga muvofiqdir.

Mexanik tanlash deb, shunday tanlashga aytiladiki, bunda bosh
to’plam tanlanmaga nechta obyekt kirishi lozim bo’lsa, shuncha gruppaga
mexanik ravishda ajratiladi va har bir gruppadan bittadan obyekt tanlanadi.

Masalan, stanokda tayyorlangan detallaming 20% ini ajratib olish
lo/im bo’lsa, u holda har bir beshinchi detal olinadi; agar 5% detallami
olish lalub gilinsa, mexanik tanlash ba’zi tanlanmaning reprezentativligini
hi'iMMilaniasligi  mumkinligini qayd qilib o’tamiz. Masalan, har bir
ylgiimiuu hi yo’nilayotgan valcha tanlanayotgan bo’lib, shu bilan birga
liiiilaslidau so'ng dnrhol kcsgich almashtirilsa, u holda tanlangan hamma
valehalnr o’Imaslangan kesgichlar bilan yo’nilgan bo’ladi. Bunday holda
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tanlash ritmini kesgichni almashtirish ritmi bilan mos kelishini yo’qotish
lozim, buning uchun masalan, yo’nilgan har yigirmata valchadan
o’ninchisini olish lozim.

Serivali tanlash deb shunday tanlashga aytiladiki, bunda obyektlar
bosh to’plamdan bittalab emas, balki seriyalab olinadi va ular yalpisiga
tekshiriladi. Masalan, buyumlar katta gruppa stanok - avtomatlar
tomonidan tayyorlanayotgan bo’lsa u holda fagat bir nechta stanokning
buyumlari yalpisiga tekshiriladi. Seriyali tanlashdan tekshirilayotgan belgi
turli seriyalarda uncha o’zgarmagan holda foydalaniladi.

Amaliyotda ko’pincha aralash tanlashdan foydalanilishini ta’kidlab
0’tamiz, bunda yuqorida ko’rsatilgan usullardan birgalikda foydalaniladi.

Masalan, bosh to’plamni ba’zan bir xil hajmli seriyalarga ajratiladi,
keyin oddiy tasodifiy tanlash bilan bir nechta seriya tanlanadi va nihoyat
oddiy tasodifiy tanlash bilan ayrim obyektlar olinadi.

Bosh to’plamdan tanlanma olingan deylik. Bunda xx giymat nx
marta, x2 giymat n2 marta kuzatilgan va hokazo. £n;= n bo’lsin.
Kuzatilgan  giymatlar variantalar, variantalarning ortib borishi tartibida
yozilgan ketma-ketligi esa variatsion qator deyiladi. Kuzatishlar soni
chastotalar, ularning tanlanma hajmiga nisbati ~ = Wt esa nisbiy

chastotalar deyiladi.

Tanlanmaning statistik tagsimoti deb variantalar va ularga mos
chastotalar yoki nisbiy chastotalar ro’yxatiga aytiladi. Statistik tagsimotni
yana intervallar va ularga tegishli chastotalar ketma-ketligi ko’rinishida
ham berish mumkin (intervalga mos chastota sifatida bu intervalga tushgan
chastotalar yig’indisi gabul gilinadi).

Shuni gayd qilib o’tamizki, tagsimot deyilganda ehtimollar
nazariyasida tasodifiy migdoming mumkin bo’lgan giymatlari va ularning
ehtimollari orasidagi moslik, matematik statistikada esa kuzatilgan
variantalar va ularning chastotalari yoki nisbiy chastotalari orasidagi
moslik tushiniladi.
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J.I.Tagsimotning empirik funksiyasi

Aytnylik, X son bclgi chastotalarining statistik tagsimoti ma’lum
bn'lsin. (Jnyidngicha bclgilashlar kiritamiz: nx - belgining x dan kichik
glymali kuzatilgan kuzatishlar soni; n - kuzatishlarning umumiy soni
(limlimma liajini).

Ravshanki, X<x hodisaning nisbiy chastotasi® ga teng. Agar X
0’zgaradigan bo’lsa, u holda umuman aytganda, nishiy chastotasi ham
0’zgaradi, ya’ni " nisbiy chastota x ning funksiyasidir. Bu funksiya
empirik (tajriba yo’li) yo’l bilan topiladigan bo’lgani uchun y empirik
funksiya deyiladi.

Tagsimotning empirik funksiyasi (tanlanmaning tagsimot funksiyasi)
deb har bir x giymati uchun X<x hodisaning ehtimolini aniglaydigan
F*(pc) funksiyaga aytiladi. Shunday qilib, ta’rifga ko’ra

nv
F\x) =
n

bu yerda nx - x dan kichik variantalar soni, n tanlanma hajmi.
Shunday qilib, masalan, F*(x2) ni topish uchun x2 dan Kkichik

variantalar sonini tanlanma hajmiga bo’lish lozim;
nx

F&2)=- -

.Bosh to’plam tagsimotining F(x) integral funksiyasini, tanlanma
tagsimotining empirik funksiyasidan farq qilib tagsimotning nazariy
funksiyasi deyiladi. Empirik va nazariy funksiyalar orasidagi farq
shundaki, F(x) nazariy funksiya X<x hodisa ehtimolini, F*(x) empirik
funksiya esa shu hodisaning o’zini nisbiy chastotasini aniglaydi. Bemulli
teoremasidan kelib chigadiki, X<x hodisaning nisbiy chastotasi, ya’ni
F"(x) shu hodisaning F(x) ehtimoliga ehtimol bo’yicha yaginlashadi.
Boshgacha so’z bilan aytganda F*(x) va F(x) sonlar bir - biridan kam farq
giladi. Shu yerning o’zidanoq, bosh to’plam tagsimotining nazariy
(interval) funksiyasini tagribiy tasvirlashda tanlanma tagsimotining
empirik funksiyasidan foydalanish magsadga muvofig bo’lishi kelib
chigadi.
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Bunday xulosa shu bilan ham tasdiglanadiki, F*(x) fimksiya F(x)
ning barcha xossalariga ega. Darhagigat, F*(x) funksiyaning ta’rifidan
uning quyidagi xossalari kelib chigadi:

1) empirik funksiyaning giymatlari [0;1] kesmaga tegishli;

2) F*(x) - kamaymaydigan funksiya;

3) agar xx- eng kichik varianta bo’lsa, u holda x < xxda F*(x) = 0;
xk - eng katta varianta bo’lsa, u holda x>xk da F*(x) = 1.

Shunday qilib, tanlanma tagsimotining empirik funksiyasi bosh
to’plam tagsimotining nazariy funksiyasini baholash uchun xizmat giladi.

Ko’rgazmalilik maqgsadida statistik tagsimotning turli grafiklari,
jumladan, poligon va gistogrammasi yasaladi.

Chastotalar poligoni deb, kesmalari (jct, n4 (x2, n2),..., (xk, nk)
nugtalami tutashtiradigan siniq chizigga aytiladi. Poligonni yasash uchun
absissalar o’giga xtvariantalami, ordinatalar o’giga esa ularga mos L
chastotalami go’yib chigiladi. So’ngra (xh nt) nugtalami to’g’ri chiziq
kesmalari bilan tutashtirib chastotalar poligoni hosil gilinadi.

Nisbiv chastotalar poligoni deb kesmalari (xx, WJ, (x2W2), .... (%, WK)
nugtalami tutashtiradigan siniq chizigga aytiladi. Nisbiy chastotalar
poligonini yasash uchun absissalar 0’giga xt variantalami, ordinatalar
0’giga esa ularga mos  chastotalami qo’yib chigiladi. So’ngra hosil
bo’lgan nugtalami to’g’ri chiziq kesmalari bilan tutashtirib, nisbiy

chastotalar poligoni hosil gilinadi. 1 ]
1-chizmaga quyidagi

X 15 3,5 55 7,5

w 01 0,2 0,4 0,3

tagsimotning nisbiy chastotalari poligoni tasvirlangan.
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M/liiksi/, belgi bo’lgan holda gistogramma yasash magsadga
muvoliqgdir, buning uchun belgining kuzatiladigan giymatlarini 0’z ichiga
olgim intervalning uzunligi h bo’lgan bir nechta gismiy intervallarga
bo’linadi va har bir i- gismiy interval uchun w, ni - i- intervalga tushgan
variantalar chastotalari yig’indisini topiladi. Chastotalar gistogrammasi
deb asoslari h uzunlikdagi intervallar, balandliklari esa — nisbatlarga
(chastota zichligi) teng bo’lgan to’g’ri to’rtburchaklardan iborat
pog’onaviy figuraga aytiladi.

Chastotalar gistogrammasini yasash uchun absissalar o’gida gismiy
intervallar, ulaming ustiga esa * masofada absissalar o’giga parallel
kesmalar o’tkaziladi.

i-gismiy to’g’ri to’rtburchakning yuzi h-* =w ga vyani
i- intervaldagi variantalaming chastotalari yig’indisiga teng; binobarin,
chastotalar gistogrammasining yuzi barcha chastotalar yig’indisiga ya’ni
tanlanma hajmiga teng.

2-chi/mada 6- jadvalda keltirilgan n= 100 hajmli tagsimot chastotalari
gistogrammasi lasvirlangan.
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6-jadval
Uzunligi h=5 bo’lgan wy interval variantalari Chastota zichligi”

gismiy interval chastotalarining
yig’indisi
5-10 4 0,8
10-15 6 12
15-20 16 3,2
20-25 36 7,2
25-30 24 4,8
30-35 10 2,0
35-40 4 0,8

Nisbiv chastotalar gistogrammasi deb asoslari h uzunlikdagi
]
intervallar, balandliklari esaW nisbatga (nisbiy chastota zichligiga) teng

bo’lgan to’g’ri to’rtburchakalardan iborat pog’onaviy figuraga aytiladi.
Nisbiy chastotalar gistogrammasini yasash uchun absissalar o’giga

gismiy mtervallami qo’yib chigiladi, ulaming tepasidan esa  masofada
absissalar o’giga parallel kesmalar o’tkaziladi. i-gismiy to’g’ri
to’rtburchakning yuzi h lE ga, ya’ni i-intervalga tushgan variantalaming

nisbiy chastotalari yig’indisiga teng. Demak, nisbiy chastotalar
gistogrammasining yuzi barcha nisbiy chastotalar yig’indisiga, ya’ni birga
teng.

Masalalar
1. Hajmi 20 bo’lgan tanlanmaning chastotalari tagsimoti berilgan:
Xi 2 6 12
3 10 7

Nisbiy chastotalar tagsimotini yozing.
Yechish. Nisbiy chastotalarni topamiz. Buning uchun chastotalarni
tanlanma hajmiga bo’lamiz:
10

A =20=015 W2=55= 050, 0,35.
Nisbiy chastotalar tagsimotini yozamiz:
xi 2 6 12

0,15 05 0,35
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Nazorat gilish: 0,15 +0,5+ 0,35 = 1
2. Tanlanmaning quyida berilgan tagsimoti bo’yicha uning empirik

funksiyasini tuzing.

Variantalar  X; 2 6 10

Chastotalar 12 18 30

Tanlanma lajmini topamiz: 12 + 18 + 30
kichik varianta 2 ga teng, demak,

x < 2daF*x) =0.

X < 6 giymat, xususan, xx=2 giymat 2 marta kuzatilgan, demak,

12
2< x< 6daF*(x)=a) = 0,2

X < 10 giymatlar, jumladan xx=2 vsi1x2=6 giymatlar 12 + 18 = 30 marta
kuzatilgan; demak,

30
6 < jc< 10 da F*(x) =— = 0,5.
X = 10 eng katta varianta bo’lgani uchun
x > 10 da F*(X) = L
Izlanayotgan empirik funksiya:
<2 da 0,
fz <x<6 da 02
6<x<10 da 0,5
x> 10 da
F\x)

0 2 6 10
3-chizma.



Mustagqil yechish uchun topshiriglar:
1. Ushbu tagsimotning empirik fiinksiyasi grafigini yasang:
X 5 7 10 15
v 2 3 8 7

2. Ushbu tagsimot chastotalari va nisbiy chastotalari poligonlarini
yasang:

1 3 5 7 9
n; 10 15 30 33 12
3. Ushbu tagsimot chastotalari va nisbiy  chastotalari

gistogrammalarini yasang (birinchi ustunda qismiy interval, ikkinchi

ustunda esa gismiy intervaldagi variantalarning chastotalari yig’indisi
ko’rsatilgan).

2-5 9
5-8 10
8-11 25

11-14 6

4. Ushbu tagsimotning empirik funksiyasini tuzing va grafigini
yasang:
xt 5 7 10 15
m 2 3 8 7.
5. Ushbu tagsimot chastotalari va nisbiy chastotalari poligonlarini
yasang:
xt 1 3 5 7 9
w 10 15 30 33 12

6. Ushbu tagsimotning empirik funksiyasini tuzing va grafigini
yasang:

Xi 1 12 13 14
w 04 01 03 02
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